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1. PRIRODNIBROJEVI 


N={1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,, n, n+1,...}. 


1.1. Uvod 

Skup prirodnih brojeva oznaCavamo slovom N, a zapisujemo: 

Brojevi 2,4, 6, 8, 10, 12,... su parni prirodni brojevi. Brojevi 1, 3, 5, 7, 9, 11,... su neparni prirodni brojevi. 
Prirodnih brojeva ima beskonadno ( bezbroj ). 

Svaki prirodni broj, osim broja 1, ima svoga prethodnika. Primjer: Broj 4 je prethodnik broja 5. 

Svaki prirodni broj ima svoga sljedbenika. Primjer: Broj 11 je sljedbenik broja 10. 

Skup prirodnih brojeva i nule ozna£avamo No, a zapisujemo: 

Broj 0 nije prirodan broj. 

Prirodne brojeve £esto ozna6avamo malim pisanim slovima a, b, c, d,..., m, n, x,y. 

Ako je n prirodni broj onda je n-1 njegov prethodnik, n+1 njegov sljedbenik, 2-n oznaka 
za pame prirodne brojeve, a 2-n-l oznaka za nepame prirodne brojeve. 

Za dva prirodna broja a i b vrijedi jedna od ovih triju mogucnosti: 

4<5 


No= {0, 1,2, 3,4, 5,..., n, n+1,... }. 


1 1. a <b 


2. a-b 


3. a>b 


Primjer: 


8=8 


10 >7 


Prirodne brojeve mozemo pridruzivati toSkama pravca. 
O E A B C D F 


01234567 P 

ToSka O zove se po£etna to£ka ili ishodiSte i pridruzen joj je broj 0. Todka E zove se jedini£na to£ka i pridruzen 
joj je broj 1. Duzina OE je jedini£na duzina. 

1.2.Zbrajanje prirodnih brojeva 


a + b = c Brojevi a i b su pribrojnici ( sumandi ), a broj c zbroj ( suma ). 


Za zbrajanje prirodnih brojeva vrijede sljedeca svojstva: 

nula je neutralni element 


1. a + 0 = a i 


0 + a = a 


2. a + b = b + a 

3. (a + b) + c = a + (b + c) 


u odnosu na zbrajanje 
komutativnost zbrajanja 
asocijativnost zbrajanja 



Primjeri: 

2 + 0 = 2 

4 + 5 = 9 

(3+5)+10 = 8+10 = 18 

5 + 0 = 5 

5 + 4 = 9 

3+(5+10) = 3+13 = 18 

0 + 9 = 9 

4 + 5 = 5+4 

(3+5)+10 = 3+(5+10) 


Zbrajanjem brojeva iz skupa No dobije se uvijek broj iz skupa No. 

1.3. Oduzimanje prirodnih brojeva 

1 a - b = c j a>b Broj a je umanjenik (minuend), broj b je umanjitelj (suptrahend), a broj c razlika (diferencija). 
Ako je umanjenik manji od umanjitelja razlika nije iz skupa No. Primjeri: 5-7, 10-15, 

7 ^ 


I Za svaki broj a iz skupa No vrijedi: 


- a 


- ~ 

a - a = 0 


Primjeri: 5-7, 

I Primjeri: 5-0 = 5 


17-20 


6-6 = 0 


a * b = c 


1.4. Mnozenje prirodnih brojeva 

Broj a je mno2enik(multiplikand), broj b je mnoSitelj (multiplikator), a broj c je umnoiak (produkt). 
Mnozenik i mnozitelj jednim imenom zovu se faktorL 


1 • a = a 
0 • a = 0 


Za mnozenje prirodnih brojeva vrijede sljedeca svojstva: 

broj 1 je neutralni element u odnosu na mnozenje 
ako je jedan faktor 0 tada je umnozak 0 
komutativnost mnozenja 
asocijativnost mnozenja 
distributivnost mnozenja prema zbrajanju 
distributivnost mnozenja prema oduzimanju 


1. a • 1 = a 

2. a -0 = 0 i 

3. a • b = b • a 

4. (a • b) • c = a • (b • c) 

5. (a + b) • c = a • c + b • c 
(a-b)c = ac-bc 

a ^ b 


Primjeri: 

2 - 1=2 1-8 = 8 

2-0 = 0 0-8 = 0 

4-5 = 20 5-4 = 20 4 • 5=5 • 4 

(3-4)-5=l 2-5=60 3 (4-5)=3-20=60 

(6+4)-2=6-2+4-2= 12+8=20 
(10-5)-3=10-3-5-3=30-15=15 


Mnoienjem brojeva iz skupa No dobije se uvijek broj iz skupa No. 
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a: b = c 


1.5. Dijeljenje prirodnih brojeva 

Broj a je djeljenik (dividend), broj b je djeiitelj (divizor), a broj c je koli£nik (kvocijent). 
Dijeljenjem dvaju brojeva iz skupa No nece se uvijek dobiti broj iz skupa No. 

Primjeri: 24 : 4 = 6 35 : 8 = 4 ->nepotpuni kolicnik KoliSnik 35:8 nije iz skupa N 0 . 

3 -> ostatak 

Za dijeljenje prirodnih brojeva vrijede sljedeca svojstva: 

broj podijeljen s 1 jednak je samome sebi 
prirodni broj podijeljen sa samim sobom jednak je 1 
nula podijeljena prirodni m brojem jednaka je 0 
prosirivanje kolicnika 
skracivanje kolidnika 



Primjeri 
5:1=5 8 
2:2=1 5 
0:2 = 0 0 


1=8 
5 = 1 
7 = 0 


16:8 = 2 
16:8 = 2 


(16-3): (8*3) = 48:24 = 2 
(16:4): (8:4) = 4:2 = 2 


■ (a *d): (b • d) = c 
> (a:d): (b: d) = c i 
d^O 

Dijeiiti s nulom nema smisla!!! Primjer: 8:0 = ? , jer ne postoji prirodni broj koji pomnozen s nulom daje 8 . 

1 . 6 . Redoslijed racunskih radnji 

Zbrajanje i oduzimanje su racunske radnje (operacije) prvoga stupnja, a mnozenje i dijeljenje drugoga stupnja. 
Ako u zadatku imamo racunske radnje istoga stupnja ratunamo ih po redu kako su nazna£ene. 

Primjeri: 16-9 +3 = 7+3 =10 48:8:2 = 6:2 =3 

Ako u zadatku imamo racunske radnje razli£itog stupnja najprije se mno2i i dijeli, a zatim zbraja i oduzima. 

Ako u zadatku imamo zagrade najprije se izra&inava ono §to je u njima nazna£eno. 

Primjeri: 27:(9:3) = 27:3 = 9 30-(5+2) = 30 -7 = 23 

U matematici koristimo 3 vrste zagrada. To su: 

( ) okrugla ili mala zagrada , [ ] uglata ili srednja zagrada i { } viticasta ili velika zagrada 

Ukoliko u zadatku imamo naznafcene razli 6 ite zagrade najprije ra£unamo ono unutar okruglih, zatim uglatih i na kraju 
vitidastih zagrada. 

1.7. RjeSavanje jednadzbi na osnovu definicija racunskih radnji 


1. 5+4-9 ^^9-4 pribj-qjH^ — zbroj - drugi pribrojnik 3. 9*4-36 = 


> 25.4 = 9 jedan faktor=umnozak: drugi faktor 


2. 9-4 = 5 => 9 = 5+4 umanjenik = raziika + umanjitelj 
4=9-5 umanjitelj = umanjenik - raziika 


4. 36:9 = 4 => 36 = 4*9 djeljenik = kolidnik -djeiitelj 
9 = 36:4 djeiitelj = djeljenik: kolidnik 


Primjeri: 

1. 5+x = 14 
x = 14-5 
x = 9 

(5+9=14) 


2. x - 4 = 8 20-x = 9 

x = 8 + 4 x = 20-9 
x = 12 x= 11 
(12-4 = 8 ) (20-11 =9) 


3. 8 * x = 40 
x = 40:8 
x = 5 

(8 *5 = 40) 


4. x : 6 = 9 
x =9*6 
x = 54 
(54:6 = 9) 


30:x = 5 
x = 30:5 
x = 6 
(30:6 = 5) 


2. DJELJIV0ST PRIRODNIH BROJEVA 


2.1. Djeljivost i vi§ekratnici 

Prirodni broj a djeljiv je s prirodnim brojem b ako postoji broj n tako da je a = n • b. 
Broj a je vi§ekratnik broja b, a broj b je djeiitelj (divizor) broja a. 

Zapisujemo a 5 b i ditamo a je djeljivo s b, odnosno b I a i citamo b je djeiitelj od a. 
Primjer : Broj 15 djeljiv je s brojem 5, jer je 15 = 3* 5. Pisemo 15:5 ili 5 11 5. 

; Svaki prirodni broj djeljiv je s 1 i sa samim sobom. 


a:l = a 


a:a = 


Nula je djeljiva sa svakim prirodnim brojem. S nulom nema smisla dijeiiti. 

2.2. Djeljivost s 10,5,2,3 i 9 

Brojevi 10, 100,1000, 10000,... zovu se dekadske jedinice. 


3 


0 :a = 0 


a :0 = ? 


• Prirodni broj djeljiv je s dekadskom jedinicom ako zavrsava s najmanje onoliko nula koliko ih ima ta dekadska jedinica. 

► Prirodni broj djeljiv je s 2 ako mu je posljednja znamenka djeljiva s 2. 

► Prirodni broj djeljiv je s 3 ako je zbroj vrijednosti njegovih znamenaka djeljiv s 3. 

• Pirodni broj djeljiv je s 5 ako mu je posljednja znamenka 0 ili 5. 

• Prirodni broj djeljiv je s 9 ako je zbroj vrijednosti njegovih znamenaka djeljiv s 9. 


Djeljivost brojeva utvrduje se dijeljenjem. 


Primjeri: Broj 91 djeljiv je s 13, jer je 91:13 = 7 
Broj 103 nije djeljiv sa 7, jer pri dijeljenju 103 i 7 postoji ostatak. 
103 : 7 = 14 i ostatak 5 














































2.3. Djeljivost zbroja, razlike i umnoSka 

Ako je svaki pribrojnik odredenog zbroja djeijiv sa zadanim brojem tada je i zbroj djeljiv s tim brojem. 
Primjer: Zbroj 8+4+28 djeljiv je s 4, jer su pribrojnici 8,4 i 28 djeljivi s 4. 

Ako su umanjenik i umanjitelj djeljivi sa zadanim brojem tada je i razlika djeljiva s tim brojem. 

Primjer: Razlika 40-25 djeljiva je s 5, jer su umanjenik (40) i umanjitelj (25) djeljivi s 5. 

Ako je bar jedan faktor umnoSka djeljiv sa zadanim brojem tada je i umnozak djeljiv s tim brojem. 

Primjer: Umnozak 5-7-9 djeljiv je s 3, jer je faktor 9 djeljiv s 3. 

2.4. Prosti i siozeni brojevi 

Prosti brojevi (prim brojevi) su oni prirodni brojevi koji imaju samo dva djeiitelja. Oni su djeljivi samo sa 1 i sa 
samim sobom. Prostih brojeva ima beskonaCno. 

Prosti brojevi su: 2,3,5,7,11,13, 17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,... 

Siozeni brojevi su oni prirodni brojevi koji imaju vi§e od dva djeiitelja. Oni su osim sa 1 i sa samim sobom djeljivi 
jo§ i sa bar jednim prirodnim brojem. Slozenih brojeva ima beskonaCno. 

Siozeni brojevi su: 4,6,8,9, 10, 12,14, 15, 16, 18,20,21,22,24,25,26,27,28, ... Broj 1 nije ni prost ni slozen broj. 

2.5. Rastavljanje slozenih brojeva na proste faktore 

Rastaviti siozeni broj na proste faktore znaCi taj broj napisati kao umnozak prostih brojeva. Svaki siozeni broj rnoze 
se rastaviti na proste faktore. 

Primjeri: 4 = 2 *2 6 = 2-3 8 = 2 * 2 * 2 9 = 3- 3 

Pri rastavljanju slozenog broja na proste faktore koristimo pravila o djeljivosti brojeva s 2,3 i 5. 


Primjer: 120 = 2 

■6R 

120 

2 

= 2 

■2-3£ 

60 

2 120 = 2-2-2-3-5 

= 2 

■2-2*15 ili 

30 

2 

= 2 

■ 2 • 2•3-5 

15 

3 



5 

1 

5 


2.6. ZajedniCki djelitelji i najveCi zajedniCki djelitelj 

Djeliteij (divizor, mjera) broja a je svaki broj s kojim je djeljiv broj a. 

Primjer: Djelitelji broja 20 su brojevi 1, 2, 4, 5, 10 i 20. Krace pi§emo: d (20) = 1, 2,4, 5, 10 i 20 

Zajednicki djelitelji dvaju ili viSe brojeva su brojevi s kojima su djeljivi svi zadani brojevi. 

Primjer: d (12) = 1, 2, 3,4, 6 i 12 d (18) = 1, 2, 3, 6, 9 i 18 

Zajednicki djelitelji brojeva 12 i 18 su brojevi 1,2, 3 i 6. Krace pi§emo: z d (12,18) = 1,2,3 i 6 
NajveCi zajedniCki djelitelj dvaju ili vi§e brojeva je najveli broj s kojim su djeljivi svi zadani brojevi. 

Primjer: Najveci zajednicki djelitelj brojeva 12 i 18 je broj 6. Krace pi§emo: D (12,18) = 6 
Ako je najveci zajednicki djelitelj dvaju ili vi§e brojeva 1 tada se za zadane brojeve kaze da su relativno prosti brojevi. 

Primjer: Brojevi 8 i 15 su relativno prosti brojevi, jer je D (8, 15) = 1. 

NajveCi zajedniCki djelitelj dvaju ili vi§e brojeva izraCuna se tako da se zadani brojevi rastave na proste faktore, 
a zatim pomnoze samo njihovi zajednicki faktori. 

Ako zadani brojevi imaju vi§e jednakih faktora tada se uzimaju samo faktori od onoga broja gdje ih je najmanje. 


Primjer: D (12, 18, 30) 

12 

18 

30 

2 

12 = 2-2-3 

6 

9 

15 

3 D (12,18,30) = 2-3 = 6 

18 = 2-3-3 ili 

2 

3 

5 


30 = 2 • 3 • 5 



* 



Brojevi 2, 3 i 

i 5 su relativno prosti brojevi. 


2.7. ZajedniCki viSekratnici i najmanji zajedniCki viSekratnik 

I Vi§ekratnici prirodnog broja su svi brojevi koji su djeljivi s tim brojem. Prirodni broj ima beskonaCno vi§ekratnika. 
Primjeri: ViSekratnici broja 5 su brojevi 5, 10,15, 20,25,30,... ViSekratnici broja n su brojevi 1-n, 2-n, 3-n, 4-n, 5-n,... 

[ Zajednicki vigekratnici dvaju ili vi§e brojeva su brojevi koji su djeljivi sa svim zadanim brojevima 
Primjer: Vigekratnici broja 4 su brojevi 4, 8,12,16,20, 24,28,32,36,40,... 

ViSekratnici broja 6 su brojevi 6, 12, 18, 24, 30,36,42,... ZajedniCki vi§ekratnici brojeva 4 i 6 su brojevi 12,24, 36,... 

Zadani brojevi imaju beskonaCno zajedniCkih viSekratnika. 

i Najmanji zajednicki vi§ekratnik dvaju ili viSe brojeva je najmanji prirodni broj koji je djeljiv sa svim zadanim brojevima. 
Primjer: Najmanji zajednicki viSekratnik brojeva 4 i 6 je broj 12. Krace piSemo: V (4,6) = 12 

i Najmanji zajednicki vi§ekratnik dvaju relativno prostih brojeva jednakje njihovu umnoSku. 

Primjer: V (7,8) = 7 • 8 =56 ‘ ' ' 

Najmanji zajedniCki viSekratnik dvaju ili vi§e brojeva izraCuna se tako da se zadani brojevi rastave na proste 
j faktore, a zatim se pomnoze zajedniCki faktori i oni koji nisu zajedniCki. 

Ako zadani brojevi imaju vi$e jednakih faktora tada se uzimaju faktori od onoga broja koji ih ima najviSe. 
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Primjer V (8,10, 12) 

8 = 22-2 

10 = 2-5 ili 

12 = 2-2-3 


10 

5 

5 

5 

5 

1 


12 

6 

3 

3 

1 

1 


V (8,10, 12) = 2 -2 • 2 • 3 • 5 = 120 


Ako su dva broja medusobno djeljiva onda je manji od njih njihov najveci zajednidki djelitelj, a vedi od njih njihov 
najmanji zajednidki vi§ekratnik. Primjer: D (10, 50) = 10 V (10, 50) = 50 


3. SKUP0VIT0CAKA U RAVNINI 


3.1. Uvod 

ToCka je osnovni element u geometriji. To£ke naj£e§ce prikazujemo kruzicem (o) i krizicem (x), a ozna£avamo 
velikim tiskanim slovima abecede. Primjer: B x c • 

Dugina, pravac, polupravac, kruinica, krug, trokut, pravokutnik,... su skupovi todaka u ravnini. 

• Ravninu zamiSljamo kao ravnu neomedenu plohu, a predo£avamo je paralelogramom. 


R 


R , 




R 


Ravnina u kojoj crtamo je list papira, stranica biljeznice ili ploha Skolske plo£e. 

Ako ravninu pravcem podijelimo na dva dijela nastaju dvije poluravnine. Pravac je rubni pravac poluravnine. 


Poluravnina P s 
rubnim pravcem p. 


P P P 

3.2. Pravac, polupravac i duzina 

• Pravac zamiSIjamo kao ravnu neomedenu crtu. Pravac je odreden s dvjema to£kama, odnosno kroz dvije 
to£ke mo2e se nacrtati samo jedan pravac. 

_ ___ ’ P pravac AB ili pravac p 

A 

Ako pravac podijelimo tofckom na dva dijela nastaju dva polupravca. Ta tocka je rubna to£ka polupravca. 


polupravci a i b s rubnom tockom T 


• Duiina je dio pravca omeden dvjema to£kama. Te dvije to£ke su krajnje ili rubne to£ke duzine. Svaka duzina 
ima svoju duljinu ili veli£inu koju izrazavamo u jedinicnim duzinama (mm, cm, dm,...). 

0 _ 0 Duzinu s rubnim toSkama A i B zapisujemo AB . IABI= 3 cm 

A B Njenu duljinu (velidinu) oznaSavamo IABI ili d (A,B). d (A,B) = 3 cm 

33. Medusobni odnos dvaju pravaca u ravnini 

• Pravac je dio ili podskup ravnine. Dva pravca koji pripadaju istoj ravnini mogu imati samo jednu zajedntfku 
to£ku, sve zajednitfke to£ke i nijednu zajedntfku to£ku. 

Pravci a i b sijeku se u toSki S. ToCka S je sjeciSte ili presjek pravaca a i b. 


Pravci p i r imaju sve zajedniCke tofcke, tj. oni su identifcni. 

Zapisujemo p= r. Znak s iitamo identidno ili poklapa se. 

Pravci c i d nemaju zajednifckih to£aka. Kaiemo da su oni medusobno usporedni 
(paralelni). Zapisujemo cwd. Znak ii Citamo usporednosa (paralelno sa). 



Poseban sluCaj dvaju pravaca koji se sijeku su okomiti pravci. Okomid pravci dijele ravninu na ietiri jednaka dijela. 


Pravci p i r imaju jednu zajedni£ku to£ku (S) i medusobno 
su okomiti. Zapisujemo p i r. Znak 1 Citamo okomitona. 
Okomitost dvaju pravaca na slici oznaSavamo malim kvadraticem. 







































3.4. Kruznica, krug i dijelovi kruga 

je skup todaka ravnine koje su jednako udaljene od jedne zadane todke ravnine. Ta zadana todka je srediSte 
: g- :ir) kruznice i oznadava se, najde§ce, slovom S. 

- umjer ili radijus je duzina koja spaja sredidte kruinice s bilo kojom todkom kruznice. 
: . inu polumjera oznadavamo slovom r. Kruznica je odredena srediStem i poiumjerom. 
In±na koja spaja dvije todke kruznice zove se tetiva. Najveca tetiva prolazi srediStem kruznice i zove se promjer 
: :~etar). Duljinu promjera oznadavamo slovom d. Dio kruznice omeden dvjema todkaraa je kru2ni luk. 
k (S, r)... kruinica 

duzina AS je polumjer kruznice k 
IASI = r je duijina polumjera 
duzina AB je tetiva kruznice 
duzina CD je promjer kruznice 
d = 2r 

AB je kruzni luk 




Kruini isjedak je dio kruga omeden 
s dva polumjera i pripadnim kruinim 
lukom 



Krugje skup todaka ravanine 
omeden kruznicom 
(zajedno s kruznicom). 

Krug K odreden je 
srediStem S i poiumjerom 
PiSemo: K (S, r). 



Kruzni odsjedak je dio kruga omeden 
tetivom i pripadnim kruinim lukom. 


Kruini vijenac je dio ravnine omeden s dvije koncentridne kruinice 
(kruznice zajednidkog srediSta razliditih polumjera.) 

3.5. Paralelogram 

• 5 hip s vih todaka ravnine izmedu dva medusobno usporedna pravca zajedno s tim pravcima je pruga. Ti pravci 
. -_ Dni pravci pruge. Medusobna udaljenost tih dvaju pravaca je lirina pruge. Pruga nastaje kao presjek 
awdnidla dio) dviju poluravnina diji su rubni pravci medusobno usporedni. 

B 


PRUGA 



aib lABl je Sirina pruge 

• : r>jekom dviju pruga mogu nastati razni podskupovi ravnine. Jedan od njih je paralelogram. 
P r : .ramje detverokut dije su suprotne stranice medusobno usporedne (paralelne). Suprotne stranice paralelograma 
ja ednaku duljinu. 

Ako su rubni pravci dviju 
pruga medusobno okomiti 
dobiveni paralelogram je 
pravokutnik. 


\ko pruge imaju jednaku 
i rinu nastaje paralelogram 
Uji se zove romb. Stranice 
-nba imaju jednaku duljinu. 





Ako su dvije pruge medu¬ 
sobno okomite i jednake 
Sirine dobiveni paralelogram 
je kvadrat Kvadrat je i romb 
i pravokutnik. 



IABI = c 
IBCI = a 
IACI = b 


todke A, B, C su 
vrhovi trokuta 

duzine AB, BC, 
AC su stranice 
trokuta 































































































• S obzirom na duljine stranica trokut mo2e biti raznostranidan, jednakokradan i jednakostranidan. Raznostrani£an 
trokut ima sve tri stranice razii&te duljine. Jednakokra£an trokut ima dvije stranice jednake duljine. 

C Stranice jednake duljine zovu se krakovi, a treca stranica osnovica. 

b/Xb IABI = IACI = b 

B stranice AB i AC su krakovi trokuta, stranica BC je osnovica trokuta. 

D 

JednakostraniSan trokut ima sve tri stranice jednake duljine. 

• Ako su dvije stranice trokuta medusobno okomite trokut je pravokutan. 

Stranice koje su medusobno okomite zovu se katete, a treca hipotenuza (najdulja stranica). 

Stranice AC i BC su katete, a AB hipotenuza. 

• Du2ina koja spaja dva suprotna vrha pravokutnika je dijagonala. 

C Dijagonala AC dijeli pravokutnik na dva pravokutiia trokuta jednakih povrSina. Prema 
tome, povrsina svakog tog pravokutnog trokuta j e dva puta manja od povrSine pravokutnika. 

IA BI = a i IBCI = b Poabcd = a • b Pk abc = (a-b): 2 
B 

PovrSina pravokutnog trokuta jednaka je umnoSku duljina njegovih kateta podijeljeno sa dva. 

Primjer. Ako su katete pravokutnog trokuta a = 5 cm i b = 4 cm njegova povrsina je 10cm 2 
a = 5 cm P = (a*b):2 = (5 cm-4 cm): 2 = 10 cm 2 
b = 4 cm 

3.7. Centralna simetrija 

• Centralna simetrija ravnine to£ku T preslika u to£ku Tj ako postoji to£ka S koja du2inu TTi dijeli na dva 
dijela jednake duljine. 

s _ Jj ITS I = ITiSI 

T - To£ke T i Tj su centralnosimetriSne s obzirom na to5ku S. 

To£ka S je centar (srediste) simetrije. 

•Geometrijski lik (dio ravnine) je centralno simetrifcan ako postoji to£ka S s obzirom na koju centralna simetrija 
taj lik preslika u samog sebe. 

Centralnosimetri£ni su duzina, pravac, pravokutnik, krug, kruzni vijenac i mnogi drugi likovi. 



Duzina je 


D 


g centralnosimetri£na 
s obzirom na svoje 
polovi§te P. 



Pravokutnik je 
centralnosimetridan 
s obzirom na sjeciste 
B svojih dijagonala. 



Krugje 
centralno- 
simetrican s 
obzirom na 
svoje srediste. 


•Centralna simetrija ravnine s obzirom na bilo koju toSku ravnine preslikava duzinu u njoj usporednu duzinu jednake 
duljine. B A ^. r , ABHATBii | AB | = | AjB| | 

Duzine AB i AjBj su centralnosimetridne s obzirom na to5ku S. 

Ai 3.8. Osna simetrija ravnine 

• Osna simetrija ravnine to£ku T preslika u toSku T\ ako postoji pravac s koji je okomit na duftnu TTi i koji 
dijeli duiinu TTi na dva dijela jednakih duljina. 



_ 3 . 

P 


Ti 


siTTi 

ToSke T i Tj su osnosimetri£ne s obzirom na pravac s. 
Pravac s je os simetrije. 



A P R 

• Geometrijski lik je osnosimetri£an ako postoji pravac s . . * . f 

obzirom na koji osna simetrija taj lik preslika u samoga sebe. P 11 ?. 1 . 11 ^J e OSI Josimetn5na s obzirom na pravac koji 
Osnosimetridni su du&na, pravac, pravokutnik, kvadrat, kruinica, J e dyeh na dva jednaka dijela i okomit je na nju. 


krug, kruzni vijenac, jednakostrani£an trokut i mnogi drugi likovi. 


-G 


I s 


B 


Pravokutnik je osnosimetri£an s obzirom na pravce 
koji prolaze poIoviStima suprotnih stranica. 
Pravokutnik ima dvije osi simetrije. 

] Osna simetrija ravnine s obzirom na 

pravac s duzinu preslikava u duzi nu r-r 

A, jednake duljine. j 1AB 1 = lAiBjl [ 



B 


Kruznica je osnosimetri£na 
s obzirom na pravac koji 
prolazi njenim srediStem. 

Simetrala duiineje pravac koji 
dijeli duiinu na dva jednaka 
dijela i okomit je na nju. 

Is J. AB I API = IPBI1 


Pravac s je simetrala duzine AB. 

Svaka toSka koja pripada simetrali duzine jednako je udaljena od krajnih to£aka te duiine. 

To svojstvo koristimo pri konstrukciji simetrale duzine samo sestarom i ravnalonu 

































4. RAZLOMCI 


4.1. Uvod 

• Razlomak je broj koji izrafcava dio jedinice, a dobije se dijeljenjem jedinice na jednake dijelove. 

Primjeri : 1:2 = -y —► jedna polovina 1 :3 = 4 * — * jedna tredina 1:4 = ~ —** jedna detvrtina 

Razlomci y ’ '** zovu se osnovn ^ raz^ci, a y ’7 ’ ••• zovu se ^ zvec ^ en * razlomci. 

Broj iznad crte zove se brojnik, broj ispod crte nazivnik, a crta razlomadka crta. Vrijednost razlomka moze bid: 

a) manja od 1 (brojnik manji od nazivnika) 1, 1,1, 4» ••• 

3 5 4 6 1 2 3 

b) veda od 1 (brojnikvedi od nazivnika) 1, y’* 5 ’ y » ••• c)jednaka 1 (brojnikjednak nazivniku)-p y> y ,,,# 

• Razlomak koji je vedi od 1 desto se izrazava kao mjeSoviti broj. MjeSoviti broj dobije se tako da brojnik podijelimo 
s nazivnikom. 


Primjeri: 


+ ■ 


T , jer je 7:5 = 1 
D 2 


j = 3 j ,jerje 13:4 = 3 


MjeSoviti broj moie se izraziti razlomkom. Primjeri: 2 y = -- - - y 1 - = —y- = y- ; 5 y = —y -- =• y- = y 
• Svaki prirodni broj moie se pisad u obliku razlomka. 

i = JL_2 = 3 = 4 = ^_3__6_ 9 _ J_2 = 

1 1 ”2 3 4 3 1 “2 3 4 


Primjeri: 

• Razlomci se mogu pridruzivati todkama pravca. _ 

Todki A pridruien je razlomak y , todki B razlomak y itd. 


O A B 


D 


0 


1 


4.2. Zbrajanje i oduzimanje razlomaka jednakih nazivnika 
• Zbroj dvaju razlomaka jednakih nazivnika je razlomak diji je nazivnik jednak nazivniku razlomaka koje 
zbrajamo, a brojnik jednak zbroju brojnika razlomaka koje zbrajamo. 


JL + -S. 
n n 


a+b 

n 


n * 0 

(s nulom nema smisla dijeliti) 


Primjer: 


1 + 1 

7+7 


2+3 

7 


Razlika dvaju razlomaka jednakih nazivnika je razlomak diji je nazivnik jednak nazivniku razlomaka koje 
oduzimamo, a brojnik jednak raziici brojnika razlomaka koje oduzimamo. 


a-b 

n 


a>b i n*0 


D . 8 3 8-3 5 

Primjer: y - y = —y= y 


MjeSoviti brojevi zbrajaju se i oduzimaju tako da ih najprije «pretvorimo» u razlomke. 

11 8 _ 13-8 _ 5 ,2 

” 3 3 3 3 1 3 


Primjeri: iUl 1 = 4 + 4 = ¥ = 4* 


5 


4!-- 2— 
3 L 3 


5 5 

4.3.Pro§irivanje i skradivanje razlomaka 

• ProSiriti razlomak zadanim prirodnim brojem znadi brojnik i nazivnik pomnoiiti s tim prirodnim brojem. 
ProSirivanjem razlomka dobije se razlomak jednak zadanom razlomku. 


a 

a -n 

b “ 

b n 


b*0in*0 

Broj n je faktor pro§iritelj. 


Primjer: Razlomak -=r proSiri s dva. 


2 _ 2-2 _ 4 

3 3*2 ~ 6 


• Skratiti razlomak zadanim prirodnim brojem znadi brojnik i nazivnik podijeliti s tim prirodnim brojem. 
Skracivanjem razlomka dobije se razlomak jednak zadanom razlomku. Skratiti se moze samo onaj razlomak diji 
su brojnik i nazivnik djeljivi istim prirodnim brojem razliditim od 1. 

Primjeri: 1=11-1 1=11 -1 A1=IM=1 

6 6:2 "3 12 12:3 " 4 12 12:4 3 2 3 5 7 

Za razlomak koji se ne moie skratiti kaie se da je neskrativ. Neskrativi su razlomci y ’ ~J ’ y ’ yj ’ '** 

4.4. Svodenje razlomaka na jednaki nazivnik i usporedivanje razlomaka 

• Cesto je potrebno razlomke razliditih nazivnika svesti na razlomke jednakih nazivnika, tj. svesti ih na zajednidki 
nazivnik. Iz praktidnih razloga svodimo ih na najmanji zajednidki nazivnik (najmanji zajednidki viSekratnik nazivnika). 
Razlomke svodimo na zajednidki nazivnik prosirivanjenu 

1 = 11 = 1 1=12= 10 

4 12 12 6 12 12 


Primjer: Razlomke 1 i 1 svedi na najmanji zajednidki nazivnik. V (4,6) = 12 
4 6 


• Akojea>b, ondaje 

• Akojea 


a_ 
n 

b, ondaje £- 


b 

n 

b 

n 


»Akojea<b,ondaje 
n*0 


b 

n 


3 

1 

8 


-2- , jer je 5 > 2 
i, jerje 3 < 5 

o 


f = y. jer je 5 = 5 




































Razlomci razli&tih nazivnika usporeduju se tako da ih najprije svedemo na jednake nazivnike, a zatim ih 
usporedimo kao razlomke jednakih nazivnika. 

Primjer: Usporedi razlomke | i y V (6, 8) = 24 -g- =*^ i ^ "5 < g ’ J er J e < ^4 

. 

5 1 Uvod 


• Razlomci diji su nazivnici dekadske jedinice (10,100,1000,10000,...) zovu se decimalni razlomci. 

Decimalni razlomci mogu se izraziti u decimalnom zapisu kako slijedi: = 0.1 = jedna desetinka 

Jqq = 0.01 = jedna stotinka jqqq = 0.001 = jedna tisulinka [q<Jqq = 0*0001 = j edna desettisudinka 

Osim decimalnih razlomaka i ostale razlomke mozemo izraziti u decimalnom zapisu. To izvodimo proSirivanjem 
razlomakaili dijeljenjembrojnikasnazivnikom. | 5 3 3-25 75 

Primjeri: "2 = 2 T = f0 = 0,5 T = T25 = fOO = 0,75 

Razlomci izraieni u decimalnom zapisu zovu se decimalni brojevi. 

Svaki decimalni broj sastoji se od dekadskih jedinica, decimalne to£ke i decimalnih jedinica (decimala). 
Dekadske jedinice su lijevo, a decimalne jedinice desno od decimalne to£ke. 

Primjer: 235.748 = 235 cijelih i 748 tisucinki 

Znamenka 5 je na mjestu jedinica (J), znamenka 3 je na mjestu desetica (D), znamenka 2 je na mjestu stotica (S), 
znamenka 7 je na mjestu desetinki (d), znamenka 4 je na mjestu stotinki (s), znamenka 8 je na mjestu tisucinki (t). 

• Od dva decimalna broja ve£i je onaj koji ima vedi cijeli dio. Ako su im cijeli dijelovi jednaki veci je onaj koji 

ima vedu prvu decimalu (desetinku, stotinku,...) Primjeri: 3.5>2.9 0.9>0.6 5.27>5.09 0.7 = 0.700 

Svaki prirodni broj moie se pisati kao decimalni broj. Primjeri: 5 = 5.0 8 = 8.0 23 = 23.0000.... 


5.2. Zbrajanje i oduzimanje decimalnih brojeva 

Kod zbrajanja i oduzimanja decimalnih brojeva koristimo isto pravilo kao i kod prirodnih brojeva. 
Ono glasi: Zbrajamo (oduzimamo) istoimene jedinice, tj. jedinice i jedinice, desetice i desetice, desetinke i 
desetinke, stotinke i stotinke,... 

Primjeri: 3.8 0.32 6.5 192.00 

+2.1 15.2 -JX9 - 3.27 

T9* + 9.353 5.6 188.73 

24.873 


5.3. Mnozenje decimalnih brojeva 

• Decimalni broj mno2i se s dekadskom jedinicom (10,100,1000,...) tako da mu decimalnu to£ku pomaknemo 
udesno za onoliko decimalnih mjesta koliko nula ima ta dekadska jedinica. 


Primjeri: 5.432 • 10 = 54.32 5.432 • 100 = 543.2 


• Decimalni broj mnofi se s prirodnim brojem kao da nema 
decimalne to£ke, ali u dobivenom umnoSku nazna£imo 
onoliko decimala koliko ih ima taj decimalni broj. 


• Decimalni broj mnofi se s decimalnim brojem kao da su 
prirodni brojevi, ali u dobivenom umnoSku naznaCimo 
onoliko decimala koliko ih imaju oba faktora zajedno. 


Primjeri: 


Primjeri: 


5.432-1000 = 5432 23 • 10 = 230 

'v- 7 J 


2.8-3 42.53 ■ 25 0.234 • 300 

8.4 8506 70.200 

+ 21265 
1063.25 


12.45-0.3 2.38 • 0.023 

3.735 476 

+ 714 

0.05474 


5.4. Dijeljenje decimalnih brojeva 

• Decimalni broj dijeli se s dekadskom jedinicom tako da mu decimalnu to£ku pomaknemo ulijevo za onoliko 
decimalnih mjesta koliko nula ima ta dekadska jedinica. 


Primjeri: 45£9 : 10 = 45.79 4£7.9 : 100 = 4.579 

• Decimalni broj dijeli se s prirodnim brojem kao 
da nema decimalne to£ke, ali u kolifaiku naznatimo 
decimalnu to£ku kad zavrSimo s dijeljenjem cijelog 
dijela djeljenika. 


• Decimalni broj dijeli se s decimalnim brojem tako 
da djeljenik i djelitelj pomnofimo s dekadskom 
jedinicom koja ima toliko nula koliko djelitelj decimala. 
Na taj naSin djelitelj postaje prirodni broj i dijeljenje 
nastavimo po prethodno objaSnjenjom postupku. 


457.9 : 1000 = 0.4579 34 : 10 = 3.4 34 : 100 = 0.34 

ij 


Primjeri: 382.45 : 5 = 76.49 
32 
24 
45 
0 


4.6:6 = 0.766... 

ovaj kolidnik 
ima beskonacno 
4 decimala 


7.08 : 0.4 = (7.08-10):(0.4-10)= 

= 70.8:4=17.7 

30 0.8 : 0.25 = (0.8-100):(0.25-100)= 

28 = 80:25=3.2 

0 50 

0 




































6. OPERACIJE S RAZLOMCIMA 


6.1. Uvod 

0 

• Kolifnik prirodnih brojeva a i b zapisan u obliku a: b = -g naziva se razlomak (b * 0.) 
Broj a je brojnik a broj b nazivnik razlomka. Razlomafka crta ima ulogu znaka dijeljenja. 


0 0 0 

Akojea = b, ondaje ^ = 1. Akojea<b,ondaje ^ < 1. Akojea>b, ondaje-g> 1. 


Zbroj prirodnog broja i razlomka koji je manji od 1 zapisuje se tako da se izostavi znak + i zove se mjeSoviti 


broj. 
prirodni broj 


a + 


a* 

c 


Primjeri: 3+-|=3-| 


7 + T = 7 T 
4 4 


razlomak' 


c *0 


mjeSoviti broj 

MjeSoviti broj moie se pretvoriti u razlomak i obrnuto. 

P ^ OT;2 i,2^±3 = m = Ji a. 21 . 5 . 4 i 


5 5 5 5 

ProSIriti razlomak znafi brojnik i nazivnik pomnoiiti istim prirodnim brojem 

a, b, n su prirodni brojevi 
broj n je faktor proSiritelj 


a _ 

a-n 

b 

b-n 


**** ! =3 47I = T 


' Skratiti razlomak zna£i brojnik i nazivnik podijeliti istim prirodnim brojem. 


a 

= <LLH 

b 

b:n 


a, b, n su prirodni brojevi 


Primjeri: 1 = iii =JL 


Razlomak se ne moze skratiti ako su mu brojnik 


1 

5 


!i 

30 


2-3 

5-3 


18:6. 


Primjer: 


0 


8 8:4 2 30 30:6 

i nazivnik relativno prosti brojevi (brojevi £iji je najvefi zajednifki djeliteij jednak 1). 

1 1 9_ su neskrativi razlomci. Razlomci se mogu skracivati postupno, odjednom 


6_ 

15 


1 

5 


8 7 


13 

B 


1 


(dijeljenjem s D) i rastavljanjem na proste faktore. 

• Svakom razlomku moze se pridruftti tofka pravca. 

TockaOje ishodiste, to^ka E je jediniCna tocka, a duzina OE je jedinicna duzina. 

Razlomku j pridruzena je tofka A, razlomku i. pridruzenaje tofka B itd. 


• Razlomci razli£itih nazivnika mogu se proSiriti tako da imaju jednake nazivnike. Taj postupak naziva se 
svodenje razlomaka na zajednifki nazivnik. Radi lakSeg rafunanja obifno se razlomci svode na najmanji 
zajednifki nazivnik. 

Primjer: Svedi razlomke 4 i - ria najmanji zajedniCki nazivnik. V (3,4) = 12 

6.2. Usporedivanje razlomaka 

• Razlomci jednakih nazivnika usporeduju se kako slijedi: 


24 

12 


_ 8 _ 

12 


13 

12 


o K 2 b 

Akojea = b,ondaje -=- . Akojea<b,ondaje-< - . 

c c c c 


ft b 

Akojea>b,ondaje . 

c c 


• Razlomci razlifitih nazivnika usporeduju se tako da ih svedemo na zajednifki nazivnik. Na taj nacin dobijemo 
razlomke jednakih nazivnika, a njih znamo usporedivati. 

Primjer: Usporedi razlomke 1 j 1 . V (6,8) = 24 \ = ~ 41 = 

£ g O 24 

20 <21 5 < 7 


24 24 


7 _ (24:8)-7 _ 3-7 _ 21 

8 24 24 24 


24 24 


8 


6.3. Zbrajanje razlomaka 

* Zbroj dvaju ili vi5e razlomaka jednakih nazivnika je razlomak koji u brojniku ima zbroj brojnika razlomaka 
koji se zbrajaju, a u nazivniku njihov zajednifki nazivnik. 


a + b_ a+b 
c c c 


c *0 


1+ I = 1+7=1. 

15 15 15 15 


1+1+1= 3+9+7 _ 19 
20 20 20 20 20 


* Razlomci razlifitih nazivnika zbrajaju se tako da ih svedemo na zajednifki nazivnik. Na taj nafin dobijemo 
razlomke jednakih nazivnika, a njih znamo zbrajati. 

(a,b,c,d su Primjeri: — +— =— + — = 1 + 1 = — = [ — 

pnrodni brojevi) ' * 4 34 4-3 12 12 12 *12 


a c a-d c-b 

a-d + c-b 

b d b-d b-d 

b-d 












































v „ 1.5 72 . _ 21 , 10 

V(8,12) 24 g + 12 24 24 24 24 

» Za zbrajanje razlomaka vrijede sljedeca svojstva: 

komutativnost zbrajanja 


21 

24 


= 1 


24 




nula je neutralni element za zbrajanje 


9 i.£ = _c.iL 


a c a o c e 

3. (■£-+ — ) +Y = bT + ^d" + F^ asoc y at ^ vnost zbrajanja 


6.4. Oduzimanje razlomaka 

’Razlika dvaju razlomaka jednakih nazivnika je razlomak koji u brojniku ima razliku brojnika razlomaka 
koji se oduzimaju, a u nazivniku njihov zajedntfki nazivoik. 


b _ a-b 
c c 


a>bic *0 


Prim eri' ^ 2 _ 6-2 _ 4 3 3_3 — 3 _ 0 _ ^ 

rimjeri. ________ 


• Razlomci razli&tih nazivnika oduzimaju se tako da ih svedemo na zajedntfki nazivnik. Na taj na£in dobijemo 

razlomke jednakih nazivnika, a njih znamo oduzimati. 3 \ 3.4 1.5 

M * ,: 5'4°20"20' 

• MjeSovite brojeve zbrajamo i oduzimamo tako da ih pretvorimo u razlomke. 


2 3 t 1 11 | 111-2 [ 1 22 t 1 _23 7 

4 + 8 _ 4 8 " 8 * 8 _ 8 + 8 8 8 


16 
5 * 


H 

4 


12 5 

_ 7 

20 20 

"20 

16 4 

n-5 

20 

20 


64_55 = _9_ 
20 20 ”20 


6.5. Mnoienje razlomaka 

• Umnolak razlomka i prirodnog broja je razlomak koji u brojniku ima umnoiak brojnika razlomka i 
prirodnog broja, a u nazivniku nazivnik tog razlomka. 

n n . . 3 3-4 12 5 

b*0 Primjer: --4 =-= — = 1- 

7 111 


a-c 


a 

-. c = 
b b 


Umnoiak dvaju razlomaka je razlomak koji u brojniku ima umnoiak brojnika, a u nazivniku umnoZak 


nazivnik^-azlomaka koji se mnoie. 

b*0id*0 Primjeri: 3 3 


b d b-d 


5 4 


3-3 

5-4 


_9_ 

20 


Za mnozenje raz lomaka vrijede sljedeca svojstva: 
mnozenje s nulom 


1 2.1 = 2.£ = 21=Z= 1 i 

4 3 4-3 2-3 6 6 

2 


1 . 

- 0=0 

b 

2 . 

-•1 = - 


b b 

7 

a c c a 

J • 

b'd'd’b 


broj 1 je neutralni element 
za mnozenje 

komutativnost mnozenja 


,a c \ e 
4 ' b d f 


b d f 


, .a c. e a e c e 

5. (- + -)•- =-+- 

b d f b f d f 


6 (---) £ = £ £_£ £ 
b d r f b'f d f . 


asocijativnost mnozenja 

distributivnost mnozenja 
prema zbrajanju 

distributivnost mnozenja 
prema oduzimanju 


6 . 6 . Dijeljenje razlomaka 

Dva razlomka £iji je umnoiak jednak 1 zovu se reciprofcni razlomci. 

3 .4 


a b 
b a 


a-b 

b-a 


= 1 


a * 0 i b * 0 Primjer: Razlomci -7 i 7 - su reciprofcni, jer je 2. - = — = — = 1 reciproSnu 

7 4 3 H 4 3 4-3 12 vrijednost!!!). 


(Broj nula nema 


Koltfnik dvaju razlomaka jednak je umnoSku djeljenika i recipro£ne vrijednosti djelitelja. 


a c 
b'd 


a d 
b c 


ad 

b-c 


2 3 2 4 2-4 8 3 . 3 1 3-1 3 

(a,b,c,dsupnrodmbrojevi) Primjeri :- = — = — “ :2 = S 


• KoliCnik 


a c 


a 

b 


b d 

a 

c 

H -- * 

Za dvojni razlomak vrijedi: 

b. ad - 

c b- c _ 

(a, b, c, d su prirodni brojevi) 

2 

d 

3 3 


o ... 5 2-7 14 

Prmjm: y —-- 


4. = ! 
5 5 

1 


i zove se dvojni razlomak. 

umnoiak vanjskih Ulanova 


umnoiak unutarnjih flanova 
2 

2 = j_ = 2 1 5 = 10 = 3 1 
331-33 3 


3- 1 

4- 5 


_3_ 

20 









































7.TR0KUT 


7.1. Uvod 

• Trokutje skup toffaka ravnine odreden s tri to£ke koje nc pripadaju istom pravcu. Te tri to£ke su vrhovi 
trokuta. Trokut je omeden s tri duftne koje se zovu stranice trokuta. 

Tri su duzine stranice trokuta samo onda ako je najdulja medu njima kraca od zbroja preostalih dviju stranica. 

Q A, B, C - vrhovi trokuta |AB| = c, |BC| = a, |AC| = b - duljine stranica trokuta 

^ ^ ° a = 4A, p = 4 B , y = 4 C , - unutarnji kutovi trokuta 

Stranice i unutarnji kutovi trokuta su osnovni elementi trokuta. 

A" 



o=a+b+c 



c " Opseg trokuta je zhroj duljina njegovih stranica: 

» S obzirom na duljinu stranica trokut mo2e biti: 1. raznostrani£an - sve stranice imaju razliditu duljinu 
2 . jednakokra£an - dvije stranice jednake duljine 3. jednakostrani£an - sve tri stranice jednake duljine 

A Stranice jednake duljine u jednakokradnom trokutu su krakovi, a treca stranica je osnovica. 

|AB| = |ACj_= b_ |BC| = a 

Stranice AB i AC su krakovi, a BC je osnovica. 

•S obzirom na kutove trokut moze biti: 1. Siljastokutan - sva tri unutamja kuta su mu Siljasta 
2 . pra\okutan - jedan unutarnji kut muje pravi 3. tupokutan - jedan unutarnji kut mu je tupi 

Najdulja stranica pravokutnog trokuta je hipotenuza, a druge dvije stranice su katete. 
AB - hipotenuza 
AC i BC - katete 

7.2. Kutovi trokuta 

a, p, y - unutarnji kutovi trokuta a!, Yi, Pi - vanjski kutovi trokuta 
• Zbroj veli&na unutarnjih kutova trokuta je 180°. 



q + P + Y= 180 ( 


1 ■ 1 ■ ■ " . . . .. .. 

Zbroj veli&na vanjskih kutova trokuta je 360°. a t +P ■+71=360' 

p, = a+y 


«i = P+Y 


Y, = a + P 


/ ®i B 

• Velidna vanjskog kuta trokuta jednaka je zbroju 
velidna dvaju unutarnjih nesusjednih kutova. 

7.3. Odnos izmedu stranica i kutova trokuta 

• Nasuprot vecoj stranici trokuta left ved kut, nasuprot manjoj stranici manji kut, a nasuprot jednakim 
stranicama jednaki kutovi. Vrijedi i obratno. 


Ako je a <b<c , ondajea<p<Y» 


Nasuprot krakova jednakokradiog trokuta leie jednaki kutovi. 

Unutarnji kutovi jednakostranidiog medusobno su jednaki i iznose po 60°. 

7.4. Simetrala duzine i simetrala kuta 

Simetrala duzine je pravac koji je okomit na tu duzinu i prolazi njezinim poloviStem. 

* ^ Svaka to£ka koja pripada simetraii 

_ |AP| - |PB| _ duftne jednako je udaljena od 

A P B pravac s je simetrala duftne AB krajnjih totfaka te duzine. 


,.n... 



Simetrale stranica trokuta sijeku se u jednoj to£ki. Ta to£ka je srediSte trokutu opisane kruftiice. 

s _ • Simetrala kuta je pravac koji raspolavlja taj kut i prolazi njegovim vrhom. 

pravac s je simetrala kuta a 

Svaka to£ka simetrale kuta jednako je udaljena od njegovih krakova. 

Simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj to£ki. Ta to£ka je srediste trokutu upisane kruznice. 

7.5. Konstrukcija kutova od 60°, 30°, 90° i 45° 

Ako pri ertanju koristimo samo sestar i ravnalo (trokut) kazemo da je to geometrijska konstrukcija. 

Mnoge kutove mozemo konstruirati, tj. naertati ih bez kutomjera. 

Primjeri: 
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7.6. Osnovne konstrukcije trokuta 
•Osnovni dementi trokuta su njegove stranice i unutarnji kutovi. Konstrukcija trokuta pomo 6 u stranica i 
unutarnjih kutova naziva se osnovna konstrukcija trokuta. 

Postoje tri osnovne konstrukcije trokuta: 

1. osnovna konstrukcija S-S-S, tj. trokut je odreden s tri stranice 


|AB| = 3 cm 
|AC| = 2 cm 

a = 60° 




2. osnovna konstrukcija trokuta S-K-S, 
tj. trokut je odreden s dvije stranice 
i kutom izmedu njih 

3. osnovna konstrukcija trokuta 
K-S-K, tj. trokut je odreden 
s jednom stranicom 
i dva kuta uz tu stranicu 

c = 3 cm a = 60° p = 30° A 

7.7. Pou£ci o sukladnosti trokuta 

• Ako se trokuti podudaraju (medusobno pokrivaju) kazemo da su sukladni. Sukladnost trokuta utvrdujemo 
izrezivanjem trokuta, ali postoje i pou£ci (pravila) pomocu kojih utvrdujemo sukladnost trokuta. 

Postoje tri pou£ka o sukladnosti trokuta. Trokuti su medusobno sukladni ako se podudaraju u: 1. tri stranice 
(S-S-S) 2. dvije stranice i kutu izmedu njih (S-K-S) 3. jednoj stranici i dva kuta uz tu stranicu (K-S-K) 

7.8. PovrSina trokuta 

Duzina spuStena okomito iz vrha trokuta do suprotne stranice naziva se visina trokuta. 
Trokut ima tri visine. Tocka u kojoj visina sijede stranicu trokuta zove se noziSte visine. 
Visine trokuta oznadavamo v a , Vb i v c . 

Visine trokuta (ili njihovi produzetci) sijeku se u jednoj totfki, koja se zove sjeciSte 
visina ili ortocentar. 

• PovrSina trokuta jednaka je polovini umnoSka duljine 
stranice i pripadne visine (duljine visine na tu stranicu). 

Primjeri: 
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p_ i' a ' Va 


P ~ 2”'b’ v b 


' 2 "' c ’ v ® 


|n 


1 . a = 6 cm 

v a = 3 cm 


II 

ON 

OJ 

p_18 
h :.2 ... 

P = 9 cm 2 


2. b = 4.5 cm Vb = 3 cm 

»=4 -4.5-3 


p = i b v b 


P = 


13.5 


P = 6.75 cm 2 


3. c = 5 |-dm- —dm v c = 40cm = 4dm 

P=L. c .v c 

P _ 1 .23 .4 
v 7 4 

II 

P = 11.5 dm^ 


8. CIJELI BROJEVI 


8 .1. Uvod 

• Suprotni pojmovi u matematici ozna£avaju se pozitivnim i negativnim brojevima. Pozitivni brojevi imaju 
ispred sebe znak (predznak) +, koji se £esto ne piSe, a negativni brojevi znak (predznak) -. 

Znamo da na pravcu prirodne brojeve nanosimo desno od nule. Taj se smjer naziva pozitivan smjer i ozna£avamo 
ga strelicom. Na istom pravcu lijevo od nule nanosimo brojeve -1, -2, -3, -4,... Taj se smjer naziva negativan 
smjer i suprotan je od pozitivnog smjera. 

9 ^- 3 - _^ 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 P 

Brojevi... , -4, -3, -2, - 1 , 0 , 1 , 2,3,4, 5 ,... zovu se cijeli brojevi. Oni 6ine skup cijelih brojeva koji oznaCavamo 
slovom Z, a zapisujemo Z = {0,1,-1,2, -2,3, -3,4, -4,...}. 

Skup pozitivnih cijelih brojeva (prirodnih brojeva) ozna£avamo sa Z + (N) i zapisujemo Z + = N = {1,2,3,4,5,...}. 
| Skup negativnih cijelih brojeva ozna£avamo sa Z“ i zapisujemo TT = {..., -5, -4, -3, -2, -1}. 

8.2. Suprotni brojevi i apsolutna vrijednost cijelog broja 

• Cijeli brojevi koji su na pr avcu smjesteni simetri£no u odnosu na broj 0 medusobno su suprotni brojevi. 

Brojevi 0 i 0,1 i -1, 2 i -2, 3 i -3,..., z i -z su suprotni 
brojevi. 



-3 -2 -1 


-(-z) = zj (suprotan broj od negativnog je pozitivan!) 


• Udaljenost cijelog broja od ishodiSta (na pravcu) zove se apsolutna vrijednost ili modul cijelog broja. 
Apsolutna vrijednost cijelog broja z piSe se |z|. 

|0| = 0 |1| = 1 |-1| = 1 |-5| = 5 Apsolutna vrijednost je uvijek pozitivan broj ili nula. 


...................... 







































8.3.Usporedivanje cijelih brojeva 

Cijeli broj a manji je od cijelog broja b ako se na pravcu broj a nalazi lijevo od broja b. 

a o _ b L <b |Od dva negativna cijela broja manji je onaj koji ima ve£u apsolutnu vrijednost. 

P - Primjeri: 5 <7 0<3 -3 < 0 -5 <-2 -4 >-10 

Svaki cijeli broj z ima svoga prethodnika z-1 i svoga sljedbenika z+1. 

8.4. Zbrajanje cijelih brojeva 

• Za cijeli broj z vrijedi|z + 0 = 0 + z = z| tj, broj z se ne mijenja ako mu pribrojimo nulu. 

Primjeri: 3 + 0 = 3 (-5) + 0 = -5 0 + (-8) = -8 


A + b = b + a (komutativnost) 


Zbroj dvaju suprotnih brojeva je nula, tj. jz + (-z) = (-z) + z = Qj . Primjeri: 5 + (-5) = 0 
Za zbrajanje cijelih brojeva vrijede svojstva: 

■ . . 

* z 


(-9) + 9 = 0 


(a + b) + c = a + (b + c) (asocijativnost) 


Zbroj pozitivnog i negativnog cijelog broja jednak je razlici njihovih apsolutnih vrijednosti s predznakom 
pribrojnika koji ima velu apsolutnu vrijednost. 

Primjeri: 8 + (-5) = + (| 8 |-1-5|) = + (8-5) = +3 = 3 (- 8 ) + 5 = - (|- 8 | -15|) = - (8 - 5) = -3 


apsolutnih vrijednosti. Prim: (-6)+(-3) =- (|— 6 | +1-3|) = - (6 + 3) = -9 (~4)+(-8) =- (|—4| +1-8|) = -(4 + 8 ) = -12 
Zbroj od viSe pribrojnika mozemo izra£unati postupno i grupiranjem pozitivnih, odnosno negativnih pribrojnika. 

_ 8.5. Od uzimanje cijelog broja 

Za cijele brojeve a i b vrijedi |a - b = a + (-b)[ . Dakle, oduzeti broj b zna£i pribrojiti broj -b. 

Na ovaj nafcin oduzimanje cijelih brojeva svodi se na zbrajanje. 

Primjeri: 8-5 = 8 + (-5) = 3 4-9 = 4 + (-9) = -5 (-9 )-6 = (-9) + (- 6 ) = -15 

8 . 6 . MnoZenje cijelih brojeva 

Umnoiak pozitivnog i negativnog cijelog broja jednak je negativnom umnoSku njihovih apsolutnih vrijednosti. 

a' (~b) = (~a) • b = -(a • b) 


Primjeri: 2 • H) = -(2 • 4) = -8 


(-5) -3 =-(5-3) = -15 


Umnoiak dvaju negativnih c ijelih brojeva jednak je umnoSku njihovih apsolutnih vrijednosti. 

(-a) • (-b) = |—a| • |—b| = a • b [ Primjeri: (-3) • (-4) = |-3| • |-4| = 3 • 4 = 12 (-8) • (-2) = 8 • 2 = 16 

Ako je u umnoSku od vi$e faktora broj negativnih faktora paran umnoZak je pozitivan, a ako je u umnoSku 
broj negativnih faktora neparan, umnozak je negativan. i)*(— 5 ) = 30 4 -(- 2 )-(-l)*(- 10 ) = -80 

Za mno2enje cijelih brojeva vrijede sljedela svojstva: 


0 

II 

N 

O 

II 

O 

N 

ako je jedan faktor nula 

5. (a • b) • c = a • (b • c) asocijativnost mnozenj a 


umnozak je nula. 

6. (a + b)-c = a*c + b- c distributivnost mnozenja 

to 

N 

II 

N 

II 

N 

broj 1 je neutralni element mnoZenja 

prema zbrajanju 

3. z • (-1) = (-1) - z = 

-z umnoiak s -1 je suprotan broj. 

7. (a - b) • c = a • c - b • c distributivnost mnozenja 

4. a • b = b • a 

komutativnost mnozenja 

prema oduzimanju 


8.7. Dijeljenje cijelih brojeva 

Koltfnik pozitivnog i negativnog cijelog broja je negativan broj fij a je apsolutna vrijednost jednaka koltfniku 
apsolutnih vrijednosti zadanih brojeva. |a: (-b) = (-a):b = -(a:b)] (—8):4 =-(8:4) =-2 ; 12:(-4) = —(12:4)=—3 
Koli&iik dvaju negativnih cijelih brojeva je pozitivan broj 6 ija je apsolutna vrijednost jednaka koli£niku apsolutnih 
vrijednosti djeljenika i djelitelja. 

1 (-a): (-b) = 1—al:|—b| = a:b 1 Primjeri: (-15):(-3) = |-15|:|-3| = 15:3 = 5 -32 : (-4) = 32:4 = 8 

Za cijeli broj z vrijedi: 

~ —;-= 77 —5 - a —■-—- z:0 = ? S nulom nema smisla dijeliti! 

1 . z: 1 = z dijeljenjem s 1 broj se ne mijenja 

2 . z: (- 1 ) = -z dijeljenjem s -1 dobije se suprotan broj 

3. z:z = 1 dijeljenjem broja sa samim sobom dobije se 1 

4. 0:z = 0 _ nula podijeljena sa cijelim brojem jednaka je nuli 


2:1 =2 

3:(-l) = -3 

7:7=1 

0:6 = 0 

-5:1=-5 

I 

00 

II 

00 

(-9):(-9)»l 

0:(-9) = 0 



8 . 8 . Upotreba zagrada 

Ako su u zadatku ra£unske operacije istog stupnja izra£unavamo ih po redu kako su naznafone. Ako su u 
zadatku ra£unske operacije razli&tog stupnja najprije se mnoii i dijeli, a zatim zbraja i oduzima. Ukoliko 
u zadatku imamo zagrade najprije se izra£unava ono unutar zagrada. 

U matematici se koriste tri vrste zagrada. To su: ( ) okrugla ili mala, | ] uglata ili srednja i {} vitifcasta ili velika. 
Najprije se rjeSavamo okrugle, zatim uglate i na kraju vittfaste zagrade. 

Primjeri: 15 + (9 - 4) = 15 + 5 = 20 15 - (9 - 4) = 15 - 5 = 10 














































Zagrada se mozemo «osloboditi» koristeci sljedeca pravila: 

1. Ako je ispred zagrade znak plus (+), zagrade izostavimo a brojevi iz zagrade zadrzavaju svoje predznake. 

Primjer: 15 + (9 - 4) = 15 + 9 -4 = 24 - 4 = 20 

2. Ako je ispred zagrade znak minus (-), zagrade se izostave a brojevi iz zagrade mijenjaju svoje predznake. 

Primjer: 15 - (9 -4) =15-9 + 4 = 6 + 4=10 

20 +{15 - [6 + (9 - 5)]}=20 +{15 - [6 + 9 - 5]} = 20 +{15 - 6 - 9 + 5}= 20 + 15-6 - 9 + 5 = 40-15= 25 

Znamo da je- 8.9. ^ e ^ avan J e J e dnad2bi na temelju definicija ratfunskih operacija 


1 . jedan pribrojnik = zbroj - drogi pribrojnik 

2 . umanjenik = razlika + umanjitelj 

3 C mnanjitelj = umanjenik - razlika _ 


4. jednak faktor - umnoiak: drugi faktor 

5. djeljenik = koltfnik * djelitelj 

6 . djelitelj = djeljenik: koliSnik _ 


5. 


x:5 = (-4) 
x = (-4)*5 
x = -20 


6 . (-30):x = 5 
x = (-30): 5 
x = - 6 


Na temelju ovih pravila ijeSavaju se jednostavnije jednadzbe kao npr. 

1. x + 5 = 8 2. x-4 = 5 3. 9-x = 6 4. x-2 = -10 

x = 8-5 x = 5 + 4 x = 9 - 6 x = (-10):2 

x = 3 x = 9 x = 3 x = -5 

9 RACIONALNl BROJEVI 

9.L Uvod 

• Racionalni brojevi su svi negativni razlomci, nula i svi pozitivni razlomci. S kup racionalnih bro jeva oznatfava 
se sa Q. Svaki prirodni broj n i svaki cijeli broj z je racionalan broj, jer je 


1 


1 


Svaki razlomak moze se zapisati u obliku r , gdje je a cijeli broj, a b prirodni broj. 

a b a 

U razlomku - broj a je brojnik, a broj b je nazivnik. Oblik razlomka — (a€ Z i be N) je standardni oblik racionalnog 


2 = o 

X_ 


1 T = r 


broja. Za svaki racionalni broj r vrijedi 

• Racionalne brojeve mozemo pridruzivati tockama pravca. • Racionalni brojevi — * - — su suprotni brojevi. 

b b 

• Apsolutna vrijednost (modul) racionalnog broja je racionalni broj koji u brojniku im a modul brojnika, a 
u nazivniku modul nazivnika zadanog racionalnog broja. 


Primjeri: 


Z?l = 3 
HI "4 


|0.3| = 


3_ 

10 


= H = ->b*0 
Ibl b 


► Racionalni brojevi mogu se proSirivati i skracivati, tj. vrijedi 


a-n 

bn 


a 

b 


a:n 

b:n 


, b * 0 i n * 0. 


9.2. Usporedivanje racionalnih brojeva 

Pravila koja smo nautili pri usporedivanju prirodnih brojeva i cijelih brojeva vrijede i za usporedivanje 
racionalnih brojeva. Osnovno pravilo glasi: Racionalni broj r/ manji je od 
racionalnog broja rj ako je na brojevnom pravcu rj smjeSten lijevo od n . 

Za usporedivanje dva racionalna broja i - (bez brojevnog pravca) vrijedi: 

b d 


n 


n 


ri <r 2 


akoje a*d<b*c 

b d 


a c 

- =- akoje a• d = b• c 
b d 


akoje a*d>b*c ,b^ 0 id ^0 

b d 


— <- ,jerje(-2)*4=-8<3• 3 =9 — >— ,jerje(-2)-10=-20 = 5-(-4)=-20 +>-, jerje4■ 8 = 32>5-3 = 15 

34 5 10 58 

► Pri usporedivanju vi§e racionalnih brojeva najbolje ih je pro§irivanjem svesti na zajedni^ki nazivnik (najmanjil). 

-1 -3 1 

Primjer: Poredaj po veli5ini (od najmanjeg) racionalne brojeve 1 

V(2,4,6) = 12 T“]2 ' T"T2 1 6 ~ 12 -9<-6<2 

9.3. Zbrajanje racionalnih brojeva 


-3 -1 1 

— < — < - 
4 2 6 


• Racionalne brojeve (razlomke) 
zbrajamo po formuli: 


a b 

a + b „ 

—i— = 

- n *0 

n n 

n 


-3 5 _ -3 + 5 
8 + 8 ~ 8 


3 J,_6 Jl_7 
4 + 8~8 + 8~8 


Ako su razlomci razli&tih nazivnika svedemo ih na 
zajedni&d nazivnik i zbrajamo po prethodnoj formuli. 

_0 7 + i-ZZ + I = zZ + _l = Z^ = _I 
+ 2 “ 10 + 2 ” 10 10” 10 ~ 5 


Za zbrajanje racionalnih brojeva x, y, z, kao i za cijele brojeve vrijede svojstva: _ 

1. x +y = y + x komutativnost zbrajanja 3. x + 0 = 0 + x = x neutralnost nule kod zbrajanja 

2 . (x + y) + z = x + (y + z) asocijativnost zbrajanja 4. x + (-x) = 0 zbroj suprotnih racionalnih brojeva je nula 






































9.4. Oduzimanje racionalnih brojeva 
Za racionalne brojeve x i y, kao i za cijele brojeve, vrijedi 


x - y = x + (-y) . Dakle, oduzimanje racionalnih 


brojeva svodi se na zbrajanje racionalnih brojeva na na£in da umanjeniku pribrojimo suprotan broj od umanjitelja. 

1 


Primjm: A-l.-U ,± 

7 7 7 7 7 7 


=-—+(+ !)=-—+—=zlil=—=— 

3 2 3 2 66 6 6 6 


9.5. Mnozenje racionalnih brojeva 

(b* *0id*0) 


a c 
b d 


a-c 

b^d 


2 i c 

• Ako su - i - dva racionalna broja, onda je 

PrimjeJ ±L±l^ = -± 

4 5 4-5 20 20 

• Za mnozenje racionalnih brojeva x, y i z vrijede svojstva: 


2 -4 _ -2 • (-4) 

3 5 " 3*5 


_ 8 _ 

15 


x*y = y *x 
(x • y) • z = x • (y*z) 
x • (y+z) = x • y + x z 


komutativnost mnozenja 
asocijativnost mnozenja 
distributivnost mnozenja 


x • 1 = 1 • x = x neutralnost jedinice kod mnozenja 
x • (-1) = (-1) -x = -x mnozenjem s -1 dobije se suprotan broj 
0 x = x • 0 = 0 ako je jedan faktor nula umnozak je nula 


9.6. Dijeljenje racionalnih brojeva 

a b a 

Racionalni brojevi — i — su recipro£ni brojevi. Za njih vrijedi 
b a 



(a * 0 i b 0). 


Dijeljenje racionalnih brojeva svodi se na mnozenje djeljenika s recipro£nom vrijedno&u djelitelja, tj. vrijedi: 

24 -- 2 - 4 -- 8 -o . 3 :(-|) = - 2 .(- l ) = - 3( - 5 ) 

S' 10 2 


a c 
b d 


a d 
b c 


a-d 

Fc 


2.3 
5 4 


(b*0 ,c*0 id *0) 


a c 


5 3 5-3 15 

a 
b 


10-2 


]5 

20 


• Cesto se koltfnik ~ : “ pi§e u obliku -jf i zove se dvojni razlomak. 

d 


a 

b = a*d 

c b-c 
d 


(b * 0 ,c *0 id^O) 


5 '4 

3 5-3 ' 

4 


-8 

15 


8 

15 


3 

_4_ 

-5 


3 

_4_. 

-5' 

1 


3-1 

4-(-5) 


_3_ 

-20 


_3_ 

*20 


10. LINEARNA JEDNADZBA S JEDN0M NEP0ZNANIC0M 


10 . 1 . Uvod 

• Jednakosti 3 = 3, 2*5 = 10, 8 - 5 = 2 + 1,... su brojevne ili identi£ne jednakosti (identiteti), a jednakosti 

x + 3 = 5, 2x + 5 = 11, 3x + 2 = 20,... su odredbene jednakosti ili jednadzbe. 

Nepoznati broj u jednadzbi obi£no oznacavamo slovima x, y, z,... Jednadzba moze biti prvog stupnja, drugog 
stupnja, tre£eg stupnja, a moze imati jednu, dvije, tri ili viSe nepoznanica. Jednadzbe prvog stupnja zovu se 

linearne jednadibe. 

Linearne jednadzbe s jednom nepoznanicom su npr.: x + 3 = 5, x - 4 = 8 , 3y — 5 = 10, 2 : z = 8 , ... 

10.2. Pojam rjeSenja jednadzbe 

• RijeSiti jednadzbu zna£i izra£unati vrijednost nepoznatog broja koji uvrSten u jednadibu daje identitet. 
Jednostavnije jednadzbe ijeSavaju se na temelju znanja o osnovnim ra£unskim operacijama, a ijesavanje slozenijih 
nau£it cemo u ovoj cjelini! 

Svaka linearna jednadzba s jednom nepoznanicom mole se svesti na oblik a-x = b, gdje su a i b racionalni 
brojevi. To se postize koristeci svojstva racionalnih brojeva: 


l.akojea = b,ondajea + c = b + c i a-c = b-c 
Jednakost se ne mijenja ako lijevoj i desnoj strani 
dodamo ili oduzmemo isti broj. 


2 . akojea = b,ondajea *c = b*c i a:c = b:c (c*0). 
Jednakost se ne mijenja ako lijevu i desnu stranu 
pomnozimo ili podijelimo istim brojem. 


Primjenom ovih svojstava slo^enije jednadzbe mogu se 
preoblikovati (transformirati) u jednostavnije jednadzbe 
koje imaju isto ijeSenje i nazivaju se ekvivalentne jednadzbe. 


Primjer 1. x + 3 = 8 

x + 3 -3 = 8 -3 
x = 5 


x -4 = 8 
x-4 + 4 = 8 + 4 
x = 12 





































Iz prakttfnih razloga ovaj postupak skracujemo, er svaki Clan jednadzbe moiemo 


«prebaciti» s jedne strane jednadibe na drugu, ali sa suprotnim predznakom. 

— = 4 
5 


Primjer 2. 


3 x = 12 
3 x:3 = 12:3 
x = 4 


x + 3 = 8 
x = 8 -3 
x = 5 


x -4 = 8 
x = 8 + 4 
x = 12 


Ovaj postupak, takoder, skracujemo i piSemo: 


* Jednadzba ax = b moze imati: 


*•5 = 4-5 
5 

x = 20 


3 x = 12 

II 

x = 12:3 

II 

•£»> 

x = 4 

x = 20 


1 . jedno ije§enje x = ~ , ako je a * 0 . 2 . nijedno ijeSenje, ako je a = 0 i b * 0 . 

a 

3. beskonaSno ijeSenja (svaki racionalni broj), ako je a = 0 i b = 0. 


10.3. RjeSavanje linearne jednadzbe s jednom nepoznanicom 
* Pri rjeSavanju sloienijih jednadzbi koristimo sljedeCi redoslijed rada; 


1 . oslobodimo se zagrada 

2 . oslobodimo se razlomka mnoZenjem svakog ClanajednadZbe zajedniCkim nazivnikom 

3. «prebacimo» Clanove s nepoznanicama na lijevu stranu jednadzbe, a poznate Clanove na desnu stranu jednadzbe 

4. izraCunavamo lijevu i desnu stranu jednadzbe 

5. oslobodimo se broja uz nepoznanicu mnozenjem ili dijeljenjem jednadzbe s tim brojem 

6. proyjerimo todnost ije§enja 

-•(x-2) = --(x + l) 3x-6 = x + l 

2 6 

j 3x-x = l + 6 

2 X_, = 6 X + ? 6 4. 2x = 7 l= 2 

-x-6-l-6 = -x-6 + --6 ' X = 2 

2 6 6 

provjera: 

i-(x-2) = i-(x + l) 

2 2 6 2 
1319 3 _ 3 

2 2 ” 6 2 4 ~ 4 

Napomena: Zavisno 0 obliku 
jednadibe necemo uvijek 
koristiti sve navedene postupke. 

Mnogi zadaci zadani rijeCima 
svode sc na ijcSavanje linearnih 
jednadzbi s jednom nepozna¬ 
nicom. Takvi zadaci nazivaju se 

problemi. (Problem jeu 
sastavljanju jednadzbe!). 


10.4. RjeSavanje linearne nejednadzbe s jednom nepoznanicom 

• Brojevni izrazi 5 + 2 > 4, 3 + 2>0, 5-4 < 30,... su nejednakosti, a x + 2>0, x-3<4, 2x + 3>3,... 

su nejednadZbe. 

Pri rjeSavanju linearnih jednadzbi s jednom nepoznanicom koristimo znanje 0 rjeSavanju jednadzbi i 
svojstva racionalnih brojeva: 


1 . akojea<b, onda je a + c < b + c 

Nejednakost se ne mijenja ako lijevoj i desnoj strani 
nejednakosti dodamo isti racionalni broj. 

2 . ako je a < b i c > 0 , onda je a • c < b • c 

Nejednakost se ne mijenja ako lijevu i desnu stranu 
nejednakosti mnoZimo s pozitivnim racionalnim brojem. 

3 . ako je a < b i c < 0 , onda je a • c > b • c nejednakost mnozimo ili dijelimo s negativnim racionalnim 

brojem znak nejednakosti se mijenja. 


• Linearna nejednadZba s jednom nepoznanicom ima beskonaCno mnogo rjeSenja. 

RjeSenje nejednadzbe obiCno se predoCava i na brojevnom pravcu. 

1. 2x + 2 + 3x < 5 + 4x 2. 

2x + 3x - 4x < 5 - 2 
x<3 


13 
x + ->- 
4 2 


(Rjdenje su svi racionalni brojevi manji od 3). 

-1 0 1 2 3 4 p 

Znako oznaCava da broj 3 nije ijeSenje nejednadzbe. 


1 5 5 

3. -x > — 


•6 


4x +1 > 6 
4x > 6-1 
4x > 5 |:4 

4 


0 1 
4 


1 1 
4 


2 

5 


Znak • oznaCava da je i broj 4 - ije§enje 
nejednadzbe. 


6 3 

-5x > -10 |:(— 5 ) 
x <2 


-1 


2 


















































11. KOORDINATNISUSTAV NA PRAVCU 




11.1. Koordinatni sustav na pravcu 

0 E T a • Ako na pravcu p odabcremo ishodiSte 0 i jedinif nu 

Oi 1 1 2 x todku E, kazemo da smo uveli (organizirali) koordinatni 

2 2 sustav na pravcu p (brojevni pravac). Duzina OE je 

Broj x je koordinata todke T. jedinidna duzina. 

11.2. Pravokutni koordinatni sustav u ravnini 
• Par u kojemu je odreden redoslijed dlanova zove se uredeni par. Ako su a i b racionalni brojevi, onda se (a, b) zove 
uredeni par racionalnih brojeva. Broj a zove se prvi Clan (koordinata), a broj b drugi dlan (koordinata) uredenog para 

(a, b). 


(a, b) = (c, d) ako je a = c i b = d i (a, b) * (b, a) 


• Polozaj todaka u ravnini odredujemo pomocu uredenih parova brojeva. To postizemo uvodenjeni pravokutnog 
koordinatnog sustava u ravnini. Pravokutni koordinatni sustav u ravnini dine dva medusobno okomita brojevna 

pravca p i q sa zajednidkim ishodiStem. 

Pravci p i q su koordinatne osi, a njihovo sjeciSte 0 je ishodiSte (pravokutnog) 
koordinatnog sustava. 

Uredenom paru racionalnih brojeva x i y pripada todka T. Kaiemo da todki 
T pripadaju koordinate x i y, odnosno da joj je pridruien uredeni par (x, y). 
To zapisujemo T (x, y). 

Prvi dlan x uredenog para (x, y) zove se apscisa todke T, a drugi dlan y zove 
p se ordinata todke T. Zbog toga se pravac p zove apscisna os, a pravac q ordinatna 
os. Umjesto p i q koordinatne osi obidno 

oznadavamosa x i y i govorimo x-os i y-os. 

Koordinatne osi dijele ravninu na detiri 
kvadranta. 


‘J 

3 ' 

2 - 

1 . 

0 

E 

-3 -2 -1 0 

1 ■ 

l' 2 3 *P 

— 1 

- 2 - 


-3- 



2. kvadrant ^ 
(-,+) 

k 1. kvadrant 
(+. + ) 

3. kvadrant ® 
(-,-) 

^ X 

4. kvadrant 
(+,-) 


12. PROPORCIONALNOSTIOBRNUTA PROPORCIONALNOST 


12.1. Proporcionalne velidine 

• U matematici se desto pojavljuju dvije promjenljive velidine ili varijable (x i y) koje ovise jedna o drugoj. 

Jedna od vaznijih ovisnosti m edu velidin amaje tzv. proporcionalnost. Velidine y i x su proporcionalne (razmjerne) 
ako za njih vrijedi formula |y = a • x | (a > 0). y 

Broj a se zove koeficijent proporcionalnosti. Iz formule y = a • x (a >0) slijedi a = j , tj. velidine su 
proporcionalne ako im je kolidnik stalan (konstantan). Mozemo, takoder, reci: Velidine su proporcionalne ako 
se povedavanjem (smanjivanjem) jedne velidine druga velidina povecava (smanjuje) isti broj puta. Proporcionalne 
velidine desto primjenjujemo u svakodnevnom zivotu. 

Primjeri: Svota novca koju treba platiti proporcionalna je kolidini kupljene robe, 
prijedeni put proporcionalan je utroSenom vremenu (uz stalnu brzinu),... 

Proporcionalne velidine mogu se grafidki prikazati u koordinatnom sustavu. 

12.2. Obrnuto proporcionalne velidine 

• U matematici (i praksi) desto se pojavljuje ovisnost medu velidinama koja se zove obrnuta proporcionalnost. 
Velidine x i y su obrnuto proporcionalne ako za njih vrijedi formula |T r y = a| (a > 0), tj. ako je njihov umnozak 
stalan (konstantan). Broj a zove se koeficijent obrnute proporcionalnosti. 

Mozemo, takoder, reci: Velidine su obrnuto proporcionalne ako se povedavanjem (smanjivanjem) jedne velidine 
druga velidina smanjuje (povedava) isti broj puta. 

Primjer: Ako jedan traktor moze uzorati njivu za 4 dana, dva takva traktora uzorat ce tu njivu za 2 dana. 

Obrnuto proporcionalne velidine mogu se grafidki prikazati u koordinatnom sustavu. 

12.3. Postoci i radunanje s postocima 

• U svakodnevnom zivotu kolidinske odnose izrazavamo i u postocima. Postotak (procent) je razlomak s nazivnikom 
100, a zapisuje se znakom %. 

Primjeri: 3% = jjg = 0.03 12% = 0.12 20% = 0.2 50% = ^ 


: 0.5 100%=1 


• hracunaj: ^ 

a) 20% od 250 = jg 


250=50 


b) 5% od 70 : 


_5_ 7( r_31_ ls 

100 /w_ 10 






































• Racun koji se bavira^un aniein s postocima zove se postotni ra£un. Temeljna formula 


postotnog ra£una je 


y = _E_. X 
100 


, gdje je x osnovna vrijednost, y postotni iznos, a p posto tak. M ozemo rec: 

Iz navedene 


100 


Postotni iznos y je proporcionalan osnovnoj vrijednosti x s koeficijentom proporcionalnosti 
formule mozemo izra£unati nepoznatu velRinu, ako su nam poznate ostale dvije. 

n 

Primjer: Odredi postotni iznos ako je x = 2000 i p = 6. y = . x =-2000 = 120 

100 100 - - x - 

Osim postotaka tfesto koristimo i promile (%o). Promil je razlomak s naeivnikom 1000. 1% = jqqq = 0.001 

12.4. Jednostavni kamatni ra£un 

• Svakodnevno ljudi raspolazu novcem: ulazu ga u banku, posuduju,... Ako netko ulozi novae u banku uobtfajeno 
je da nakon nekog vremena pri podizanju te svote dobije i jo§ izvjesnu svotu novea koju zovemo kamate. Svota 
novea koja se ulaie na Stednju zove se glavnica. Ra£un koji se bavi izra£unavanjem tih velitina zove se kamatni 
ra£un. Postoji jednostavni i slozeni kamatni racun. Temeljna formula jednostavnog kamatnog ra£una je 

| gdje su k kamate, s kamatna stopa (postotak), g glavnica i v vrijeme (u godinama). 

k =-g • v Iz navedene formule uvijek mozemo izra£unati trazenu velicinu, ako su nam poznate preostale 

I tri veli&ne. 


Primjer: Kolike ce kamate dobiti stedisa koji je u banku ulozio 5000 kuna na dvije godine, uz kamatnu stopu od 4%? 
k = -^--g-v = -^-*5O00-2 = 4-5O-2 = 4OO Stedisa ce nakon dvije godine dobiti 400 kuna kamata. 

Ukoliko je vrijeme u mjesecima i danima pretvaramo ga u godine. 


5 70 

5 mjeseci = -yj godina 70 dana= god. 


13. MN0G0KUTI 


13.1. Uvod 

Mnogokut (poligon) je dio ravnine omeden samo duiinama Mnogokuti su trokuti, £etverokuti, peterokuti, itd. 

P Tocke A, B, C, D i E su vrhovi peterokuta. 

Kutovi a, 0, y, 8, e su unutamji kutovi peterokuta. 

Duzine AB, BC, CD, DE i EA su stranice peterokuta. 

___ |AB| = a, |BC| = b, |CD| = c, |DE| = d i |EA| = e su duljine stranica peterokuta. 

A a B 

Broj vrhova mnogokuta obi£no ozna£avamo sa n. Mnogokut koji ima n vrhova ima i n stranica i n kutova. 

13.2. Dijagonale mnogokuta 

• Dijagonala mnogokuta je duiina koja spaja dva nesusjedna vrha mnogokuta. - 

Iz svakog vrha mnogokuta mozemo naertati n-3 dijagonale (n je broj vrhova), tj. 



Di(n)-— n—3 



Primjer: peterokut 
n = 5 

Di(n)= n-3 
Di (5) = 5-3 

Di ( 5)= 2 



Iz svakog vrha peterokuta mozemo 
naertati dvije dijagonale. 


13.3. Kutovi mnogokuta 

• PovIaCenjem dijagonala iz jednog vrha mnogokuta mnogokut je podijeljen na n - 2 trokuta. Buduci unutarnji 
kutovi trokuta iznos e 180°, zaklju£ujemo da svi unutarnji kutovi mnogokuta iznose (n - 2)*180°, tj. 

Primjer: peterokut n = 5 
K ( n) = (n - 2) • 180° = (5 - 2) • 180° = 3 • 180° = 540° 


K(n) = (n - 2>18Q°. 


Zbroj veli£ina svih vanjskih kutova mnogokuta iznosi 360°. 

13.4. Pravilni mnogokuti 

* Mnogokut £ije sve stranice imaju jednaku duljinu i svi unutarnji kutovi jednaku velitinu zove se pravilni 
mnogokut. Jednakostrani£an trokut je pravilan trokut, a k vadrat je pravila n Setverokut. 

Veli£ina unutamjeg kuta (a) pravilnog mnogokuta izra5unava se po formuli 

Pravilni mnogokut je osnosimetri£an lik koji ima n osi simetrije. 


a = 


(n- 2 )- 180 ° 
















































Pravilni mnogokut koji ima paran broj stranica je centralnosimetrican lik. Pravilnom mnogokutu mozemo 
opisati i upisati kruznicu (koncentricne kruznice). 

• Spajanjem srediSta opisane kruinice sa 2 susjedna vrha pravilnog mnogokuta dobije se jednakokraCni trokut 
koji se zove karakteristiCni trokut pravilnog m nogokuta. O snovica tog trokuta jednaka je duljini stranice 


mnogokuta, a kut (e ) nasuprot osnovici iznosi 

Primjer: deveterokut 

S, 



8 = - 


a = 


360° ^ 360° 
n * 9 
(n-2)-180° 
n 

- = 70° 
2 


£ = - 


360° 


= 40° 


(9-2)180° 


= 140° 


KarakteristiCni trokut pravilnog 
mnogokuta koristimo pri konstrukciji 
pravilnih mnogokuta. Pravilni mnogokut 
moiemo konstruirati ako mu je poznata 
stranica (a) ili polumjer opisane krufriice 
(r) ili polumjer upisane kruinice ( p ). 


13.5. Opseg i povrSina mnogokuta 

- _— - — - 

o=a+b+c+d+e+. 


Opseg pravilnog mnogokuta raCuna se po formuli |o = n * a 1 (a je duljina stranice, a n broj stranica). 


Primjer: peterokut 


•Ve£ znamo izraCunati povr§inu trokuta i povrSinu nekih 
Cetverokuta (paralelograma i trapeza). PovrSinu drugih 

mnogokuta izraCunamo dijeljenjem tih mnogokuta na , pg 

trokute (povlaCenjem dijagonala iz jednog vrha). I ^ ~ mT 1 ) . + ^^ T A ±li T lL 


PovrSina pravilnog mnogokuta raCuna se po formuli 

upisane kruznice pravilnog mnogokuta). 


P = 


n • a 


IP. 



(n broj vrhova, a duljina stranice i p polumjer 


14. SLICN0ST 


~ 7 —a" 

a:b= ~h 


14.1. Pojam omjera i razmjera 
• Izraz oblika a:b Cesto zovemo omjer i Citamo u a prema b”. Vrijedi: 

Primjeri: a) 1:3, 3:2, 2A : L6 = 24 : 16 = 3:2,... su omjeri. 

b) Nacrtaj dvije duzine AB i CD tako da je |AB|:|CD| = 2:3. 

- - - -- c ‘-----|AB|:|CD| = 2:3 ili AB:CD = 2:3 

Izrazi oblika a:b:c, a:b:c:d, 


(b* 0 ). 


D 

zovu se proSireni omjeri. 




• Jednadzbu u kojoj su lijeva i desna strana omjeri zo vemo raz mjer. Razmjer zapisujemo |a:b = c:d 
Ako je b * 0 i d * 0 razmjer mozemo pisati u obliku 

Iz ove jednadzbe slijedi da je ad = be, 


tj. ako je a:b = c:d, onda je a*d = b*c | (umnozak vanjskih 


Primjeri: Odredi nepoznati Clan razmjera: 
x : 3 = 12 : 4 20:x = 5:l 

x-4 = 3-12 20 • 1 = x-5 

4 • x = 36 5 • x = 20 

x = 9 x = 4 


Clanova razmjera jednak je umnosku unutamjih Clanova). 

14.2. Dijeljenje duzine na jednake dijelove i u zadanom omjeru 
• Vec znamo duzinu dijeliti na dva, Cetiri i osam jednakih dijelova (pomocu simetrale duzine). Sada cemo nauCiti 

dijeliti duzinu na proizvoljno jednakih dijelova. _ 

Primjer: Duzinu AB podijeli na 5 jednakih dijelova. 

1. Iz toCke A povuCemo polupravac p. 

2. Na polupravac p nanesemo 5 jednakih dijelova. 

3. Nacrtamo pravac A 5 B i s njim paralele kroz toCke Ai, A2 A3 i A4. 



,B 


As^/ 7 Tako dobijemo toCke C, D, E i F. Vrijedi: ||AC| = |CD[ = IDE] = |EF| = |FB| 

»Zadanu duzinu, na ovaj naCin, mozemo dijeliti i u bilo kojem omjeru. A c 

Primjer: Duzinu AB toCkom C podijeli u omjeru 3:4. 

(3 + 4 = 7!) _ .3 

|AC|:|CB| = 3:4 ili AC:CB = 3:4 . s 

C 3 

J 14.3. SliCni trokuti i sliCni mnogokuti v 7 

Trokuti su medusobno sliCni ako su im odgovarajuci kutovi 
jednake veliCine i odgovarajuce stranice proporcionalne. 
Akoje4A = ^Ai, ^B=^Bi, *C=4Cii a:ai = b:bi = c:ci, 
onda je AABC ~ AAiBiCi (znak - Citamo “je sliCan”). 

















































Omjer ^ ~ =— zove se koeflcijent sliCnosti trokuta i oznaCava se slovima s ili k. 

U naSem sluCaju je ^ ~ = 2:1, odnosno ^ ^ = ~ 1:2 (stranice drugoga trokuta su dva puta vece od 

stranica prvoga trokuta). Kazemo da je drugi trokut uvecana slika prvoga ili prvi trokut umanjena slika drugoga. 
Ako je koeficijent sliCnosti s = 1 trokuti su medusobno sukladni. 


Opsezi slidnih trokuta imaju isti oinjer kao i njihove odgovarajuce stranice, tj Oi:o = ai :a = b t :b = Ci :c =s 


• Mnogokud su medusobno sliCni ako su im odgovarajud kutovi jednake velidne i odgovarajuce stranice proportionable. 

• Svi jednakostraniCni trokuti medusobno su sliCni, svi kvadrati medusobno su sliCni, svi pravilni peterokuti 
medusobno su sliCni,...! 

Slitnost trokuta i mnogokuta primjenjuje se u matematici i u svakodnevnom zivotu. 


15. SUSTAV DVIJU LINEARNIH JEDNADZBIS DVJEMA NEPOZNANICAMA 


15.1. Uvod 

• VeC znamo da postoje jednadzbe s jednom nepoznanicom, s dvije nepoznanice, s tri nepoznanice itd. Takoder, 
postoje lineame jednadzbe, jednadzbe drugog stupnja, treceg stupnja itd. Linearna jednadiba s dvije nepoznanice 
ima opCi oblik ax + by = c, gdje su a, b i c racionalni brojevi (koeficijenti) a x i y nepoznanice. Linearna 
jednadiba s dvije nepoznanice ima beskonaCno mnogo rjeSenja. 

Primjer: x + y = 12 

RjeSenja ove jednadzbe su uredeni parovi (8,4), (9,3), (6, 6), (12,0), (20,-8), ... 

Dvije linearne jednadzbe s dvjema nepoznanicama napisane zajedno (shvacene kao cjelina) Cine sustav dviju 


ai x + bi y = ci 
a 2 x + b 2 y = C 2 


linearnih jednadzbi s dvjema nepoznanicama. 

Sustav dviju linearnih jednadzbi s dvjema nepoznanicama zapisujemo u obliku 
i zovemo standardni oblik. 

Brojevi a* i a 2 su koeficijenti uz nepoznanicu x, bi i b 2 koeficijenti uz nepoznanicu y, a ci i C 2 slobodni clanovi. 
RijeSiti sustav dviju linearnih jednadibi s dvjema nepoznanicama (u daljnjem tekstu samo sustav) znaCi odrediti 
uredeni par brojeva (x, y) koji uvrSten u sustav daje dva identiteta. 

Primjer: RjeSenje sustava x + y = 8 je uredeni par brojeva (5,3), jer uvrSten u obje jednadzbe 
x-y = 2 sustava daje toCne jednakosti 8 = 8, odnosno 2 = 2. 


Postoji vi$e metoda za rjeSavanje sustava. 
a) metoda supstitucije (zamjene) 


15.2. RjeSavanje sustava 


Ova metoda ima nekoliko koraka: 


1. RijeSimo jednu od jednadzbi po x ili po y (x se izrazi pomocu y ili y pomocu x) 

2. Dobiveni izraz uvrStavamo u preostalu jednadzbu (dobije se jednadzba s jednom nepoznanicom 

3. RjeSavamo dobivenu jednadzbu (izradunavamo jednu nepoznanicu) 

4. Dobiveni broj uvrStavamo u jednadzbu dobivenu u prvom koraku (izradunavamo drugu nepoznanicu) 

5. Provjeravamo valjanost dobivenog ijeSenja 


Primjer: x + y = 8 _ 

x-y=2 ® 

x-y = 2 

( 2 ) (8-y)-y = 2 , 

^ 8-y-y=2 
-y - y = 2 - 8 
© -2 y = —6 /:(—2) 
y = 3 


= 8-y 

x = 8-y 
x = 8-3 
x = 5 


x + y = 8 
(5) 5 + 3 = 8 
W 8 = 8 


x-y = 2 
5-3 = 2 
2 = 2 


Rje§enje sustava je uredeni par brojeva (5,3). 


b) metoda suprotnih koeficijenata 

Bit ove metode je da uz istu nepoznanicu u obje jednadzbe dobijemo suprotne koeficijente, §to postizemo 
mnozenjem jedne ili obje jednadzbe odgovarajucim brojevima. Zbrajanjem tako dobivenih jednadzbi 
dobijemo jednadzbu s jednom nepoznanicom i dalje nastavimo kako smo prethodno objasnili. 


Primjeri: 

1. koeficijenti uz y su 1 i -1 
x+l y = 8 | 

x - ly = 2 | + x + y=8 

- 5 + y = 8 

(x + y) + (x-y) = 8 + 2 y = 8-5 
x+r+x-y=10 y = 3 


2. 2x + y = 1 /*(-2) mnozenjem s -2 dobit cemo uz y koeficjent -2 
7x + 2y = - 4 


2 x = 10 / :2 
x = 5 


2x’(-2) + y(-2) = 1 -(-2) 
7x + 2y = - 4 

- 4x - 2y = - 2 | 

7x + 2y = - 4 + 


2x + y = 1 
2*(-2) + y = 1 
-4+y=1 
y = 1 + 4 
y = s 


(- 4x + 7x) + (- 2y + 2y) = - 2 + (- 4) 

. . 3x = -6/:3 

RjeSenje sustava je uredeni par brojeva (5,3). x = _2 RjeSenje sustava je uredeni par brojeva (- 2,5). 
































3 . 


2x + 3y =22 /*(-3) 
3x + 5y =35 hi 

- 6 x - 9y = - 66 
6 x + lOy = 70 

y = 4 


mnozenjem s -3 i 2 
uz x cemo dobiti - 6 i 6 

2x + 3y = 22 
2x + 3-4 = 22 
2 x + n = 22 
2 x = 22 - 12 
2x=10/:2 x = 5 


RjeSenje sustava je uredeni par brojeva (5,4). 


1. Ako jc sustav zadan u slo?.enijem obiiku uvijck ga svedi na standardni oblik 
i onda ijeSavaj! 2. Sustav sc mo2c ije^avati i metodom komparacije, te grafiCki! 

Sustav dviju linearnih jcdnadlbi s dvjema nepoznanicama moze imati 
samo jedno rjeSenje, nijcdno rjeSenje ili beskonatno mnogo rjc§enja, §to 
zavisi o njegovim koeficijentima. Ako nema rjeSenja kaiemo da je sustav 
nemogul, a ako ima beskonaf no rje$enja kaiemo da je sustav neodreden. 
Sustav nema rjeSenje ako pri njegovu rjeSavanju dobijemo jednakost koja 
nije istinita, npr: 0 = 2, 0 = 5, 0 = -0.8,... 

Sustav ima bcskonalno mnogo rjeSenja ako pri njegovu rjeSavanju 
dobijemo jednakost 0 = 0. 


16. LINEARNA FUNKCIJA 


16.1. Uvod 

• Funkcija iz skupa D u skup K je pravilo (postupak) po kojem se svakom elementu iz skupa D pridruzuje 
samo jedan element iz skupa K. Skup D je domena, a skup K kodomena funkeije. Drugim rijecima, funkcija je 
ovisnost medu dvjema veli&nama koje naj£e$ce oznafavamo sa x i y, a zapisujemo y = f (x) (y je funkcija od x). 
I formuli y = f (x), y je funkcija a x argument. Vec smo proucavali mnoge funkeije, a najvaznije od njih su: 
zbrajanje, oduzimanje, mnozenje, dijeijenje (osim dijeljenja s nulom) racionalnih brojeva, proporcionalnost, 

I obrnuta proporcionalnosti, centralna i osna simetrija. Funkcija moze biti zadana rijettma, formulom, tablicom, 
grafom i dijagramom. 

16.2. Funkcija f (x) = ax + b 

• Funkcija f zadana formulom f (x) = ax + b, gdje su a i b racionalni brojevi (a * 0) zove se lineama funkcija. 

Linearna funkcija je zadana ako su zadani parametri a i b. 

Primjer: a = 2 i b = 3 Ako je u lineamoj funkeiji f (x) = ax + b parametar b = 0 rije£ 

f(0) = 2 X 0+ 3 3 = 0 + 3 X = e 3 raCiOnalanbr °' i) J c0 proporcionalnosti koju zapisujemo f(x) = ax ili y = ax, 
f ( 3 ) = 2-3 + 3 = 6 + 3 = 9 gdje je a koefieijent proporcionalnosti. Dakle, proporcionalnost 

f = 2 (- 5 ) + 3 = -10 + 3 = -7 j e posebni oblik linearne funkeije. 

16.3. Graf linearne funkeije 

• Linearna funkcija f (x) = ax + b odreduje skup uredenih parova (x,y) koje mozemo prikazati u pravokutnom 

koordinatnom sustavu u ravnini. Odgovarajucc to£ke koje tako dobijemo pripadaju istom pravcu koji se zove graf 

linearne funkeije Taj pravac zadan je jednadzbom y = ax +b. 

Ukratko, pravac y = ax + b je graf linearne funkeije f (x) = ax + b. 

Primjer: Nacrtaj graf linearne funkeije f (x) = 2 x + 1. 


f ( 0 ) = 20+1 = 0+1 = 1 ( 0 , 1 ) 

f (1) = 2*1 + 1 =2+ 1 =3 (1,3) 

f (2) = 2*2 + 1 = 4 + 1 = 5 (2,5) 

f (-3) = 2*(—3) + 1 = -6 + 1 = -5 (-3, - 


■ 5 ) 



Buduci je pravac odreden dvjema tockama dovoljno je odrediti dva uredena para 
(x,y), ali u praksi, zbog sigurnosti, odredimo vi§e uredenih parova (tb£aka). 

Parametar a odreduje smjer pravea (nagib), pa se zato zove koefieijent smjera pravea. 

16.4. Tok linearne funkeije 

• Ako vecim argumentima (x) pripada veca vrijednost funkeije f (x) kazemo da funkcija raste, a ako vecim 
argumentima (x) pripada manja vrijednost funkeije f (x) kazemo da funkcija pada. Drugadije receno: Ako je 
koefieijent smjera a > 0 lineama funkcija f (x) = ax + b je rastula, a ako je a < 0 funkcija je padajuda. Vedoj 

apsolutnoj vrijednosti koefieijenta smjera odgovara brzi rast, odnosno pad linearne funkeije. 



graf rastuce funkeije 


1. Linearne funkeije 
f (x) = 2x + 3, 

f(x) = 3x-5 i f(x) = 0.3x + 2 
su rastuce, 

jer je 2 >0, 3 > 0 i 0.3 >0. 



graf padajuce funkeije 


2. Linearne funkeije 
f (x) =- 2 x + 1 , 
f (x) = -5x - 4 i 
f (x) = -0.5x + 2 

su padajule, jer je 

-2 < 0, -5 < 0 i -0.5 < 0. 


• Ako je u lineamoj funkeiji f (x) = ax + b parametar a = 0, onda ona ima oblik f (x) = b i zove se konstanta (niti 

raste, niti pada). Graf konstante je pravac y = b koji je paralelan s osi apscisa (osi x). f 

y 


Primjeri: 1. f(x) = 2 

Graf konstante f (x) = 0 je 
pravac koji je identtfan sa 
osi apscisa (osi x). 


y=2 


2 . f (x) = -2 


0 

-1 


0 1 


-2 


1 


y = -2 












































• Nul-to£ka lineame funkcije je ona vrijednost argumenta (x) za koju je vrijednost funkcije f (x) jednaka nuli. Drugim 
rije6ima, to je ona vrijednost argumenta gdje graf funkcije sijeCe os apscisa. 


Izradunaj nul-toCku funkcije f (x) = -2x + 6. 

f (x) = -2x + 6 

2x = 6/:2 

Nul-to5ka lineame funkcije f (x) = -2x + 6 je 3. 

0 = -2x + 6 

x = 3 


; 17 OPCA JEDNADiBA PRAVCA 


17.1. Eksplicitna i implicitna jednadzba pravca 

; • Znamo da je graf lineame funkcije f (x) = ax + b pravac zadan jednadzbom y = ax + b. Kazemo da je jednadzba 
| y = ax + b eksplicitna jednadiba pravca. U eksplicitnoj jednadzbi pravca y = ax + b a je koeficijent smjera, a 
b odsjedak na osi ordinata. Ako je b = 0 pravac prolazi ishodiStem koordinatnog sustava, a ako je a = 0 pravac 
je paralelan sa osi apscisa.. 

; *Jednadzba Ax + By + C = 0 (A, B i C su zadani brojevi) zove se implicitna ili opca jednadzba pravca. 

Svaka eksplicitna jednadzba pravca moze se prevesti u implicitnu jednadzbu pravca (na bezbroj na£ina!). 

; Primjer: Eksplicitna jednadzba pravca y = 2x - 5 moze se u implicitnom obliku pisati kao: 
2x - y - 5 = 0, 4x - 2y - 10 = 0, 20 x - lOy - 50 = 0,... 

•Ako je u implicitnoj jednadzbi pravca Ax + By + C = 0 parametar B * 0 ona se moze pretvoriti u eksplicitni oblik. 
Primjer: Pretvori u eksplicitni oblik implicitnu jednadzbu 4x + 2y - 8 = 0. 
h 4x + 2y - 8 = 0 

! | 2y = -4x + 8/:2 

y = - 2x + 4 -» eksplicitni oblik 

I • Ako je u implicitnoj jednadzbi pravca Ax + By + C = 0 parametar B = 0 jednadzba ima oblik Ax + C = 0 i 


predstavlja pravac koji je paralelan sa osi ordinata. 



7 y 1 


<N 

Primjeri: 2x - 4 = 0 

3x + 9 = 0 


ii 


II 

X 

2x = 4 

3x = -9 


X 



x = 2 

x = -3 


1- 



• Jednadiba x = 0 je pravac koji je identi£an sa osi ordinata (osi y). 

‘-3 

-2 -l' 0 

l‘ 2 



17.2. Jednadzba pravca kroz dvije to£ke 

• Ako su zadane dvije to£ke pravca mozemo ga nacrtati i mozemo odrediti njegovu jednadzbu. 

Primjer: Nacrtaj pravac koji prolazi tockama A (1, 2) i B (4, 3), pa odredi njegovu eksplicitnu jednadzbu. 



x = 1 y = 2 x = 4 y = 3 

Eksplicitna jednadzba pravca je y = ax + b. Uvrstimo u nju najprije 
x = 1 i y = 2, a zatim x = 4 i y = 3. Dobivamo jednadzbe 2 = a-1 + b 
i 3 = a*4 + b koje zajedno £ine sustav dviju linearnih jednadzbi s 
dvije nepoznanice. 

RijeSimo ovaj sustav: 


Dakle, jednadzba pravca je y = yx + y 
§to£estozapisujemo p = y = y x + y 


a + b = 2 /•(—1) 

4a + b = 3 

-a-y=-2 I, 

4a+y=3 1 

3a=l/:3 

a= T 

• Jednadzbu pravca kroz dvije toCke mozemo odrediti i pomocu formule 

j y -y, = £ZZl(x-x,,’ 

X2 Xl 


a + b = 2 
Y + b = 2 

b = 2-| 
b = |- 


gdje su Xi i yi koordinate prve toCke, a X 2 i y 2 


koordinate druge to£ke. Ovu formulu koristimo samo uz uvjet xi * \i . 
(s nulom se ne dijeli!). 

Ako je Xi = X 2 onda je pravac paralelan sa osi ordinata. 


• Jednadzbu pravca kroz jednu to£ku kada mu je poznat koeficijent smjera 
odredujemo po formuli | y — yi = a (x — xi ) | , gdje su xi i yi koordinate te tocke. 

Primjer: T ( 3 , 5 ) i a = - 2. 
y - 5 = -2 (x - 3) 2x + y- 5-6 = 0 

y - 5 = -2x + 6 2x + y—11=0 -» opca jednadzba pravca 


Primjer: A (1, 2) i B (4,3). 
xi =1, yi =2 i x 2 =4, y 2 =3 

y-y,= yizyi (x-xi) 

X2-X1 

y-2 = ^ (x-1) 

4-1 

y-2 = i(x-l) 

1 1 

3 3 

1 1 ^ 

y = -x — + 2 
3 3 

1 5 

y 3 3 










































17.3. Usporedni pravci i okomiti pravci 

• Usporedni ili paralelni pravci imaju jednake koeficijente smjera, odnosno imaju isti smjer. Dakle, pravci 
zadani jednadzbama pi s y = ai x + bi i p 2 = y = m x + b 2 medusobno su paralelni samo onda ako je 
z = a:. Vrijedi i obmuto, tj. ako je ai = a 2 pravci pi i p 2 su medusobno paralelni. 

primjer: Pravci pi = y = 2x i p 2 sj y = 2x + 3 medusobno su paralelni jer su im koeficijenti smjera ai= a 2 =2 . 

• Dva pravca su medusobno okomiti ako su im koeficijenti smjera suprotni i reciprogni brojevi. 

17.4. SjeciSte dvaju pravaca i grafigko rjeSavanje sustava 

• {Coordinate sjeciSta (S) dvaju pravaca moiemo odrediti grafigkom metodom 
znanjem) i ragunskom metodom (ijeSavanjem sustava). Ako je rjeSenje sustava 

A: x + B 2 y + Q = 0 x = xo * y = y° »onda J e S(xo,yo) sjeciSte zadanih pravaca. 

Tognost rezultata dobivenih grafigkom metodom ovisi o preciznosti i urednosti 

crtanja. Dakle, ako je pi= Ai x + Bi y + Ci = 0, p 2 = A 2 x + B 2 y + C 2 = 0 i ako 
se pravci sijeku njihovo sjeci§te S dobije se crtanjem tih pi 
koordinatnom sustavu i odredivanjem koordinata sjeciSta. 


pi = y = x + 2 i p 2 = y = -3x + 6. 


pi 


X 

0 

2 

-2 

X 

0 

1 

2 


y 

2 

4 

0 

P 2 

y 

6 

3 

0 



y 


a 

-Vs/' 

3 


ly 


/ 

1 x , „ 

- 3 / 2-1 0 

1 2\ 3 



SO, 3) 


• Grafigka metoda za odredivanje koordinata sjecigta dvaju pravaca zadanih svojim jednadzbama omoguguje 
nam da grafigki rjeSavamo sustav dviju linearnih jednadzbi s dvjema nepoznanicama. 

Grafigki rijeSiti sustav dviju linearnih jednadzbi s dvjema nepoznanicama znagi nacrtati u pravokutnom koordinatnom 
sustavu pravce gije su to jednadibe. Ako se pravci sijeku sustav ima samo jedno ijeSenje, ako su medusobno paralelni 
sustav je nemoguc (nema ijeSenja), a ako se dobije samo jedan pravac sustav je neodreden (ima beskonagno mnogo 
ijeSenja). Tognost ijeSenja sustava grafigkom metodom ovisi 0 preciznosti i urednosti crtanja! 


18.1. Osnovno 0 kruznici i krugu 

• Kruinica je skup svih togaka ravnine koje su jednako udaljene od neke zadane togke S te ravnine. Togka S zove 
se srediSte (centar) kruinice. Duzina koja spaja srediSte kruinice s bilo kojom togkom kruznice zove se 
polumjer. Svi polumjeri kruinice imaju duljinu jednaku radijusu r. Kruinica k je zadana srediStem S i radijusom 
r. To zapisujemo k (S, r). 



Togka A je unutar kruznice, 
togka B pripada kruznici, a 
togka C je izvan kruznice. 


• Duzina AB koja spaja dvije togke kruznice zove se 
tetiva kruinice. Dio kruinice pmeden togkama A i B 
zove se kruini luk i oznagava AB. Tetiva koja prolazi 
srediStem kruznice zove se promjer kruznice. 
Duljina promjera oznagava se d i zove se dijametar 
kruznice. Vrijedi: Id = 2r| . 

Simetrala svake tetive kruinice prolazi srediStem 
te kruinice. 



Pravac s je simetrala 
tetive AB. 


• Kruinica je odredena sa tri togke koje ne pripadaju istom pravcu, odnosno sa tri nekolineame togke. 

• Sve togke kruznice zajedno s togkama unutar nje gine podskup togaka ravnine koji se zove krug. Krug K zadan 
srediStem S i radijusom r zapisujemo K (S, r). 

18.2. Pravac i kruznica 

• Pravac i kruznica mogu imati sljedede medusobne polozaje: 


1. Pravac p sijege kruinicu k u dvije togke. Takav se 
pravac zove sekanta kruinice. Udaljenost sekante od 
srediSta kruinice manja je od radijusa. 


Togke A i B su zajednigke 
togke pravca p i 
kruinice k. 



2. Pravac dira kruinicu u jednoj togki. 

Takav se pravac zove tangenta (dirka) 
kruinice. Zajednigka togka pravca i 
kruinice je diraliSte. Tangenta je 
okomita na polumjer kruinice povugen 
u diraliStu. Udaljenost tangente od 
sredBta kruznice jednakaje radijusu. 

Togka Dje diraliSte. 

























































3. Pravac je izvan kruinice, odnosno nema zajedniCkih todaka s 
kruinicom. Njegova udaljenost od srediSta kruSnice je veca od radijusa. 



18.3. Medusobni poloiaj dviju kruinica 



Kruinice koje imaju zajedni£ko 
srediSte, a razlidite radijuse zovu se 

koncentrtfne kruinice 


1. Kruinica ki unutar kruinice k 2 (nemaju zajedniikih 
to£aka). 

IIS1S2I <f 2 —n 



• Krufciice koje imaju razlifcita srediSta zovu se 
ekscentriCne kruinice. 

Dvije ekscentri£ne kruinice mogu imati 
sljedede medusobne polozaje: 

2. Kruinicaki dodiruje iznutra kruinicu ki (imaju jednu 
zajednidku to£ku). 

D - 1 

IS 1 S 2 I = n-r\ 

-:- 1 



3. Kminica ki sije£e kruinicu kz u dvije 
toCke (imaju dvije zajedniCke to£ke). 

vB„ 



4. Kruinica ki dodiruje izvana 
kruinicu k 2 (imaju jednu 
zajedniCku to£ku). 


5. Kruinica ki je izvan kruinice 
k 2 (nemaju zajedniikih to£aka). 




IS 1 S 2 I = n + n 


lr2-n<|SiS2l <ri + n [ 

18.4. SrediSnji i obodni kut 

• Kut kojemu je vrh u srediStu kruinice zove se srediSnji 
kut Kut kojemu je vrh na kruinici, a krakovi mu sijeku tu 
kruinicu zove se obodni kut Za obodni i srediSnji kut koji 
su nad istim kruznim lukom kazemo da su odgovarajudi. 

• Svakom srediSnjem kutu pripada bezbroj obodnih 
kutova koji su jednake veli&ne. 


IS 1 S 2 I > r\+n 



a je srediSnji 
kut 




P je obodni 
kut 


Vrijedi: a = 2|3 i P=f 


VeliCina srediSnjeg kuta dva puta je ve£a od veliiine odgovarajudeg obodnog kuta. 
Vrijedi i obmuto: Veliiina obodnog kuta dva puta je manja od veliCine 
odgovarajudeg srediSnjeg kuta. Iz ovog pravila slijedi: Svaki obodni kut nad 
promjerom kruinice je pravi kut. To je tzv. Talesov poutak (teorem). 

Talesov pou£ak koristi se pri rjeSavanju razli&tih zadataka u geometriji. 

Na temelju njega, medu ostalim, mozemo vrlo brzo konstruirati pravokutni 
trokut ako mu je poznata hipotenuza. 

18.5. Opseg kruga i duljina kruznog luka _ 

• Opseg kruga je duljina kruinice koja omeduje zadani krug. Opseg kruga izra£unava se po formuli t o =2r7u L 
gdje je r radijus kruga, a 71 (gr£ko slovo pi) beskonaCan broj koji iznosi 3.14159... Za nas je dovoljno uzeti 71 * 3.14! 

Primjer: IzraSunaj opseg kruga 6iji je radijus 3 cm. 0 =2r7t = 2-3*3.14 = 18.84 (cm) ili o=6rc cm 
> Kru2ni luk je dio kruinice omeden dyjema to£kama. Duljina kruznog luka (/) izra&mava se po formuli 

,gdje je r radijus kruSnice, a a srediSnji kut koji pripada zadanom luku 

(uvijek u kutnim stupnjevima!). 

18.6. PovrSina kruga i dijelova kruga 



• PovrSina kruga izraSunava se po formuli !P = r 2 7t . 

• Dio kruga omeden s dva polumjera i pripa- 

dnim krulnim lukom zove se k ni&ni isjedak. 

P,= r 2 7 c a.. ni p id 
n 36QO 111 n 2 



• Dio ravnine omeden dvjema 
koncentriSnim kruinicama 
zove se kru2ni vijenac. 


Pv- R 2 -tt - r 2 x 


(R 2 - r 2 )/r 












































19. KVADRIRANJEI KORJENOVANJE 


idrirati broj znafii pomnoziti ga sa samim sobom 


19.1. Kvadriranje 

Zapis a 2 £itamo »a na kvadrat« ili a »na drugu«. 


a 2 = a-a 


Kvadrat svakog racionalnog broja razlifiitog od nul.e je pozitivan racionalan broj. Kvadrat nuie je nula. 
: : =5-5 = 25 ~ 14 2 = 14-14 = 196 (-10)*= (-10)-(-10) = 100 0.3 2 = 0.3-0.3 = 0.09 0 2 = 00 = 0 

(-a) 2 = a 2 Kvadrati suprotnih brojeva su jednaki. 

Pri mjeri: (~2) 2 = (~ 2)-(-2) = 4 2 2 = 4 (-8) 2 = (-8)-(-8) = 64 8 2 = 64 

Pozor! (-a) 2 ^ -a 2 Primjer: (-3) 2 = (-3)-(-3) = 9 -3 2 = -(3-3)=-9 

* Ako u zadatku, uz osnovne raiunske operacije, imamo i kvadriranje tada najprije treba kvadrirati, a zatim 
nastaviti rafunanje po pravilima koja vec znamo. 

Primjeri: 1. 2 + 3-5 2 - 2 2 :2 -(-l) 2 = 2 + 3-25 - 4:2 - 1 = 2 + 75 - 2 - 1 = 74 
2. (5 - 2-4) 2 + H) 2 :(-2) = (5 - 8) 2 + 16:(-2) = (-3) 2 - 8 = 9 - 8 = 1 

* Za izra£unavanje kvadrata racionalnih brojeva koristimo tablice i elektronska rafunala, a mozemo ih 
odrediti i mnozenjem sa samim sobom. 

* Svakom racionalnom broju x mozemo pridruziti njegov kvadrat. To 
zapisujemo: x>-»x 2 ili f(x) = x 2 ili y = x 2 i zovemo kvadratna funkcija. 

Kvadratnu funkciju y = x 2 mozemo grafifki prikazati 
u pravokutnom koordinatnom sustavu. 

To£ke kojima su pridruieni uredeni parovi iz tablice 
su samo dio od beskona£no mnogo tofaka koje 
pripadaju odredenoj krivulji. Ta krivulja je graf funkcije 
kvadriranja f(x) = x 2 i zove se parabola. 

Toika O zove se tjeme parabole. 


y=x 2 


0 


-1 


-3 


19.2. Svojstva funkcije kvadriranja 


\ y 

/ 

\4 

:. / 

... \ 3 

: \ 

... i \ 2 

; k 

7|.. 

-r 1 — ri —^' 

-2-1 0 

1 2 3 x 




Kvadrat umno Ska 

(a-b) 2 = a 2 -b 2 Kvadrat umnoSka dvaju ili vi§e brojeva jednak je umnosku kvadrata tih brojeva. 

Primjeri: (3-5) 2 = 3 2 • 5 2 = 9-25 = 225 (5-x-y) 2 = 5 2 - x 2 - y 2 = 25x 2 y 2 

Umnozak kvadrata 


Jednakost (a*b) 2 = a 2 b 2 mozemo pisati a 2 -b 2 = (a-b) 2 , tj.: Umnozak kvadrata dvaju ili vise brojeva jednak 
je kvadratu umnozaka tih brojeva. 

Primjeri: 50 2 -2 2 = (50-2) 2 = 100 2 = 10000 4 2 - 0.5 2 = (4-0.5) 2 = 2 2 = 4 


Kvadrat kolifnika 


(a:b) 2 = a 2 :b 2 ili (-M =f- 3 
b b 


Primjeri: 

Koliinik kvadrata 


b * 0 Kvadrat koliCnika dvaju brojeva jednak je kolifriiku kvadrata tih brojeva. 
(9:3) 2 = 9 2 :3 2 = 81:9 = 9 (}) 2 =| = ^ 

JlV = JL J tQn 


m m 2 

Jednakost (a:b) 2 = a 2 :b 2 mozemo pisati |a 2 :b 2 = (a:b) 2 f , a jednakost ( — ) =-— 2 kao p = (^") 

Kolidnik kvadrata dvaju brojeva jednak je kvadratu koliinika tih brojeva. 3 " 

(f ) = ( 5 " : = (i ' 


Primjeri: 32 2 :16 2 = (32:16) 2 = 2 2 = 4 


Kvadrat zbroja 


(a+b) 2 = a 2 +2-a-b+b 2 Kvadrat zbroja dvaju brojeva jednak je zbroju kvadrata tih brojeva i njihova dvostrukog umnoSka. 


Prakticnije: “Kvadrat zbroja jednak je prvi na kvadrat plus dvostruki prvi puta drugi plus drugi na kvadrat.” 
(2x + 5) 2 = (2x) 2 + 2-2x-5 + 5 2 = 4x 2 +20x +25 (3a + 0.2) 2 = (3a) 2 + 2-3a-0.2 + (0.2) 2 = 9a 2 + 1,2a + 0.04 


Gornju jednakost moiemo pisati a 2 + 2ab + b 2 =(a + b) 2 1 i koristiti u rjeSavanju razlititih zadataka. 

Primjer 9x 2 + 30x + 25 = (3x) 2 + 2-3x-5 + 5 2 = (3x + 5) 2 _ 



































































Kvadrat razlike 

(a - b) 2 = a 2 - 2 • a• b + b 2 ] Kvadrat razlike dvaju brojeva jednak je zbroju kvadrata tih brqjeva umanjenom za 


dvostruki umnofcak tih brojeva. Prakticnije: “Kvadrat razlike jednak je prvi na kvadrat minus dvostruki prvi 
puta drugi plus drugi na kvadrat.” Primjer: (4x - 3) 2 = (4x) 2 - 2-4x-3 + 3 2 = 16x 2 - 24x + 9 

Gornju jednakost mozemo primjeniti u obrnutom smjeru, tj. a 2 - 2ab + b 2 = (a-b) 2 

Primjeri: 4x 2 - 12x + 9 = (2x) 2 - 2-2x-3 + 3 2 = (2x-3) 2 


10 2 - 2-10-9 + 9 2 = (10 - 9) 2 = 1 2 = 1 


• Razlika kvadrata 


a 2 - b 2 = (a+b)-(a-b) Razlika kvadrata dvaju brojeva jednaka je umno$ku zbroja i razlike tih 


brojeva. Ovu jednakost mozemo primijeniti u obrnutom smjeru, tj. vrijedi: (a+b) (a-b) = a 2 - b 2 ili rije5ima: 

Umno2ak zbroja i razlike dvaju brojeva jednak je razlici kvadrata tih brojeva. 

Primjeri: 9x 2 - 4y 2 = (3x) 2 - (2y) 2 = (3x+2y) • (3x-2y) 

439 2 - 438 2 = (439+438) • (439-438) = 877-1 = 877 (6x+5y)(6x-5y) = (6x) 2 -(5y) 2 =36x 2 - 25y 2 


19.3. Kvadratna jednadzba 

• PovrSina kvadrata odreduje se kvadriranjem duljine njegove stranice, jer je P = a 2 . 

Kako izra£unati duljinu stranice kvadrata ako mu je poznata povrSina? 

Primjer: Ako je povrSina kvadrata 25 cm 2 njegova stranica je 5 cm. 

PiSemo: P = x 2 x 2 = 25 cm 2 x = 5 cm 

Ako izostavimo mjerne jedinice imamo jednadzbu x 2 = 25 koja se zove kvadratna jednadzba, jer je u njoj 
nepoznanica x na kvadrat. Kvadratna jednadzba x 2 = b ima dva ije§enja ako je b>0, ima jedno ije§enje ako je 
b=0 i nema nijedno ijeSenje ako je b<0. 


Primjeri : 1. x 2 = 25 


^ (dva suprotna broja!) 


2. x 2 = 0 
x = 0 


3. 


x 2 =-9 

x = 9 


(nema racionalnog broja 
koji kvadriran daje -9!) 

19.4. Kvadratni korijen 

• U matematici je £esto potrebno izracunati broj ako mu je poznat kvadrat. To je postupak koji je suprotan 

kvadriranju i zove se kvadratni korijen (drugi korijen), a oznafcavamo ga znakom V . 

Kvadratni korijen zadanog broja je broj koji kvadriran daje zadani broj. 

Primjeri: V9 = ± 3, jer je 3 2 = 9 i (-3) 2 = 9 Vo = 0, jer je 0 2 = 0 V^9 = ? 

V0.04 = ±0.2, jer je 0.2 2 = 0.04 i (-0.2) 2 = 0.04 (nema racionalnog broja koji kvadriran daje -9!) 

Kod izra&inavanja kvadratnog korijena pozitivnih racionalnih brojeva obi^no uzimamo samo pozitivni rezultat. 

Primjeri: y [4 = 2 V9 = 3 V25 = 5 VT00 = 10 

• Za izraCunavanje kvadratnog korijena pozitivnih racionalnih brojeva koristimo tablice, elektronska 
ra£unala i pismeni postupak. 

Kvadratni korijen mnogih pozitivnih racionalnih brojeva je beskona£an decimalni broj. 

Primjeri: V2 = 1.414236... ® 1.41 VJ = 1.7320508... = 1.73 

• Svakom pozitivnom racionalnom broju i nuli mozemo pridruziti njegov kvadratni korijen. Zapisujemo: 
x»—»Vx (x > 0) ili f(x)=Vx ili y =Vx i zovemo funkcija kvadratnog korijena. 

Funkciju y = Vx x > 0 mozemo grafi£ki prikazati u pravokutnom koordinatnom sustavu. 

Tocke kojima su pridruzeni uredeni parovi iz tablice 
(i mnogi drugi) pripadaju odredenoj krivulji. 

Ta krivulja je graf funkcije kvadratnog korijena 
f(x) = Vx (x > 0) i zove se poluparabola. 

19.5. Ragunanje s kvadratnim korijenima 


X 

0 

1 

4 

9 


y=Vx 

0 

1 

2 

3 




• Zbrajanje i oduzimanje kvadratnih korijena 

Broj iz kojega se izraCunava kvadratni korijen zove se radikand. U zapisu Va (a > 0) broj a je radikand. Zbrajati 
i oduzimati mozemo samo kvadratne korijene koji imaju jednake radikande. 

4V3 + 2V3 = (4+2) V3 = 6 V3 8VJ - 3>/5= (8-3) V5 = 5V5 5'J2-3^+ 4^+ 6^7= 9^2 + 3^7 


• Kvadratni korijen umnoSka i umnozak kvadratnih korijena 

Za svaka dva racionalna broja a i b (a > 0 i b> 0) vrijedi Ha-b = Va-Vb 1 , tj.: Kvadratni korijen umno§ka dvaju 
brojeva jednak je umnoSku kvadratnih korijena tih brojeva. 

Vrijedi i obrnuto lVa - Vb = Va 7 ^ , tj.: Umnoiak kvadratnih korijena dvaju pozitivnih brojeva jednak je 
kvadratnom korijenu umnoSka tih brojeva. 

V25-36 = "^5 -V36 = 5-6 =30 = W- '129 = 7 V29 

V3-V5=V3 : 5=Vl5' 3^-5 V3 = 3-5-■'/2-‘^= 15 ■'12-3 = 15V6 














































•U raznim zadacima mozemo samo djelomiCno ili parcijalno izraCunati kvadratni korijen iz zadanog broja. 

Da bismo to izvrSili potrebno je radikand rastaviti n a fakt orc tako da se bar iz jednog faktora moze toCno izracunati 
kvadratni korijen (to nije uvijek moguce!). Vso=V25 : 2=V25-V2=5^ ' =VlOO-VT=10 VI 


* Kvadratni korijen koliCnika i kolicnik kvadratnih korijena 

Za svaka dva racionalna broja a i b (a > 0 i b > 0 ) vrijedi | Vaib = Va f ^BH odnosno 
Dakle, kvadratni korijen koliSnika dvaju pozitivnil^roicva jednak je koliCniku kvadratnih korijena tih brojeva. 

r ~yja ^ 




Vrijedi i obrnuto |Va~: VtT=Vaib 


odnosno 


Vb V 


, tj: Kolicnik kvadratnih korijena dvaju pozitivnih brojeva 


jednak je kvadratnom korijenu koliCnika tih brojeva. 


V25T49 = VB':V49=5:7= y 

•Kvadrat kvadratnog korijena 


V50 : VT= V50i2 = -J25 = 5 


V28 
V63 ’ 


Za svaki pozitivni racionalni broj a vrijedi (Va ) 2 = a| , jer je ( Va ) 2 = Va • Va = Vaa = Va 2 = a. 

Primjeri : (V7 ) 2 = 7 (5 V3) 2 = 5 2 -(V3 ) 2 = 25-3 = 75 

(V3+V2 ) 2 = C/3) 2 +2-V3- V2 + (V2 ) 2 = 3+2V6 + 2 =5+2'l6 (V7+ Vjf)(V7- VI )=(V7) 2 - (V5) 2 =7-5 = 2 


>Racionalizacija nazivnika 

U mnogim zadacima imamo razlomke diji je nazivnik kvadratni korijen koji ne mozemo toCno izracunati. Da bismo 
izbjegli raCunanje pribliznim vrijednostima razlomak proSirimo na naCin da uklonimo kvadratni korijen iz 
nazivnika. Taj postupak nazivamo racionalizacija nazivnika. 3 3.^5 3 .J 5 3.^/5 

2 2-V3 2-V3 2-V3 2-V3 


5V3 5-V3-V3 5-(%/3) 2 5-3 


5-(V5-V3) 


15 


V5 V5-V5 (V5) 2 5 

_J7_ 7-(3+V2) 7-(3+V2) 7-(3+V2) 7-(3+^) g 

3-V2 (3-V2)(3+>/2)~ 3 2 -(^) 2 9-2 7 

5-(V5-V3) 5(V5-V3) 5(75-V3) 


V5 + x/3 (75 + 73)(75 - 73) (V5) 2 -(V3) 2 


5-3 


19.6. Potencije 

• Kraci zapis umno§ka jednakih faktora zove se potencija. 

Primjeri: a-a = a 2 a-a-a = a 3 a a*a a = a 4 ' 3*3*3*3-3 = 3 5 

OpCenito piSemo a-a-a ••• • a = a n , gdje je a n potencija, faktor a osnovica (baza) potencije, a broj n eksponent 

potencije. a n .... citamo a na entu! 

IzraCunavanje vrijednosti potencije (umnoSka jednakih faktora) zove se potenciranje. 

Primjeri: 2 4 = 2-2-2-2 = 16 (-3 ) 2 = (-3)(-3) = 9 0.5 3 = 0.5 0.5 0.5 = 0.125 


Pozor: |(-a) n *-a n 


Primjer: (-2 ) 4 = (-2>(-2M-2M-2) = 16 -2 4 = -(2-2-2-2) = -16 

• Ako u zadatku uz osnovne raCunske radnje imamo i potenciranje, onda se najprije potencira, zatim mnozi 
i dijell i na kraju zbraja i oduzima! Ako u zadatku imamo i zagrade najprije rjeSavamo ono unutar zagrada, 
a zatim nastavimo poznatim redoslijedom. 

• Zbrajanje i oduzimanje potencija 

Potencije mozemo zbrajati (oduzimati) samo onda ako imaju jednake osnovice i jednake eksponente. 

5-2 3 +3-2 3 =(5+3)-2 3 =8-2 3 9x 5 -3x 5 =(9-3)*x 5 =6x 5 6 a 4 - 5b 3 +a 4 + 2b 3 =7a 4 - 3b 3 


* Mnozenje i dijeljenje potencija 

U osnovnoj S koli mnozimo i dijelimo samo potencije koje imaju jednake osnovice. 

[a m -a n =a m4 *| Potencije jednakih osnovica mnoZimo tako da zajedniCku osnovicu potenciramo zbrojem 
eksponenata. 

2 3 *2 2 = 2 3+2 = 2 5 a 5 -a 3 = a 5 + 3 =a 8 2x 3 < 4x 2 =2-4x 3 + 2 =8x 5 5x 3 y4x 2 y 3 =(5-4)-(x 3 x 2 )'(y 3 y)=20x 5 y 4 

Potencije jednakih osnovica dijelimo tako da zajedniCku osnovicu potenciramo razlikom 

eksponenata djeljenika i djelitelja. 

6 5 : 6 3 = 6 s " 3 = 6 2 x 6 : x 3 = x 6 " 3 = x 3 5x 5 : 4x 3 = ^ 3 = ^-x 5-3 = ^x 2 


a m :a n 


Potenciranje potencije 
(a m ) n = a mn 


Potencija se potencira tako da se osnovica potencira umnoSkom eksponenata. 


( 2 5 ) 2 = 2 52 = 2 10 (x 4 ) 3 = x 43 = x 12 ( 2 a 2 ) 3 = 2 3 a 2 ' 3 = 8 a 6 (f x2y3 ) =(f) x22 


V2 25 . 

•y 3 2 = —x 4 
* 36 



























































► Potencije s negativnim eksponentima 


a - 


1 


a*0 i neN Potencija s negativnim cijelim eksponentom 


jednaka je potenciji reciproCne osnovice sa suprotnim eksponentom. 

5rLr6\L 6_ ^ 3_r 3 _ 1 4\ 3 = 64 

27 


5 -2 = l = 1 

J r2 


5 2 25 


(f)-(f)-f (f) -(f)" 


1 a 1 = a 1 Svaki racionalni broj na prvu potenciju jednak je samome sebl 2 1 = 2 0.3 1 = 0.3 (-0.3) 1 = -0.3 

’ la 0 =l l (a* 0) Svaki racionalni broj (osim nule) na nultu potenciju jednak jel. 5°=1 0.3° =1 (-y)°=l 

► ll n =ll Broj jedan na entu potenciju jednak je 1. I 3 = 1 l 5 = 1 l 1000 = 1 


20. PITAG0RIN P0UCAK 


• Trokut koji ima pravi kut zove se pravokutni trokut. Stranica koja lezi nasuprot pravom kutu zove se hipotenuza, 
a stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete. 

Starogrcki matematicar Pitagora dokazao je pouCak (teorem) koji vrijedi za pravokutni 
trokut, a glasi: PovrSina kvadrata nad hipotenuzom pravokutnog trokuta jednaka je 
zbroju povr§ina kvadrata nad katetama tog trokuta. To je tzv. Pitagorin poucak, a moze 
se izreci i ovako: Zbroj kvadrata nad katetama pravokutnog trokuta jedinak je kvadratu 
duljine hipotenuze. 


n2 

a a 

\c 


b 

b 2 


c 2 = a 2 + b 2 


II 

1 

cr 

i 

it 

l 


Pitagorin poucak koristi se za izraCunavanje duljine jedne stranice pravokutnog trokuta 
ako su poznate duljine ostalih dviju stranica. Lako se dokazuje i obrat Pitagorina 
pouCka koji glasi: Ako za duljine stranica a, b i c nekog trokuta vrijedi jednakost 
a 2 + b 2 = c 2 , ondajetaj trokut pravokutan. 

Primjer: Trokut sa stranicama 3,4 i 5 je pravokutan, jer je 3 2 + 4 2 = 5 2 . Trokut sa stranicama 3,4 i 5 zovemo 
egipatski trokut, jer su pomocu njega stari Egipdani odredivali pravi kut na terenu. 

Brojevi a, b i c za koje vrijedi a 2 + b 2 = c 2 zovu se Pitagorina trojka brojeva. 

• Pitagorin pouCak primjenjuje se na svim geometrijskim likovima na kojima imamo pravokutni trokut. 


1. Pravokutnik 

a 



2. Kvadrat 
a 


d 



3. Romb 



4. Jednakokracni trapez 


5. Jednakokracni trokut 


6. JednakostraniCni trokut 


c 

a—c 
x= 



v 

2 

v 2 =b 2 -x 2 

V 

\b 

\ 

o= a+2b+c 

/ v 


A 

(a+c)*v 


T \ 

a 

P= 2 

a 

a 
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7. Konstrukcija 
V2 i V3 



x 2 =l 2 +l 2 
x 2 = 1+1 
x 2 = 2 
x = V2 



< 

II 

HS, 

a -VT 

3 

C3 

cn 

II 

o 

a-VT 

"a 

II 

p = ~r 


r - radijus opisane kruznice 
p - radijus upisane kruznice 


21. REALNI BROJEVI 


21 . 


Prirodni, cijeli i racionalni brojevi 

. } skup prirodnih brojeva, 


} skupcijelihbrojevaiQ={^:a€Zib€NJskupracionalnihbrojeva. 


• Znamo daje N = {1,2,3,4,..., n, n+1, 

Z= {...,-4,-3,-2, - 1, 0,1,2, 3,4,... 

Takoder, znamo da se svaki razlomak moze pretvoriti u decimalni broj. Pri tome mozemo dobiti: 

1 = 3:8 = 0.375 

O 


1 . konaSan decimalan broj 


l = 2:5 = 0.4 


i u O # _ 

2. beskonaCan (Cisto periodiCni) decimalan broj j= 0.333- •• = 0.3 yy = 8:11 = 0.727272-•• = 0.72 = 0.72 

Jedna decimala ili grupa decimala ponavlja se poCevSi od decimalne todke. Ta decimala ili grupa decimala koja 
se ponavlja zove se period. U naSim primjerima period je 3, odnosno 72. 









































































3. beskonaCan (mjeSovito periodiCan) decimalan broj = 4:30 = 0.1333 • = 0.13 

: edna decimala ili grupa decimala ponavlja se, ali ne odmah iza decimalne toCke. Decimala ili grupa decimala 
koja se ne ponavlja je predperiod, a decimala ili grupa decimala koja se ponavlja je period. U naSem primjeru 
predperiod je 1, a period 3 . 

• Svaki decimalni broj mo2e se pretvoriti u razlomak. Pretvaranje konaCnih decimainih brojeva u razlomke vec 
znaS, a pretvaranje beskonaCnih decimainih brojeva u razlomke u5it ce§ naknadno. 

21.2. Iracionalni brojevi 

• Brojevi V 2 , V 3 , V 5 , V 6 , V7, ... n, ... ne mogu se pretvoriti u razlomke, tj. ne mogu se pisati u obliku 
razlomaka, pa oni nisu racionalni brojevi. Takvi brojevi zovu se iracionalni brojevi. Skup iracionalnih brojeva 
oznaCavamo slovom I. Iracionalnih brojeva ima beskonaCno mnogo. Skup racionalnih brojeva i skup iracionalnih 
brojeva zajedno Cine skup reainih brojeva kojeg oznaCavamo slovom R. Zapisujemo R = Q U I. Slikovito 
predocav amo: 

r Svaki iracionalni broj je beskonaCan, pa ga u praktiCnom raCunanju obiCno 
zamjenjujemo njegovom pribliinom vrijednoScu. 

Primjeri: V2 «1.41 V3 »1.73 7 i« 3.14 

• Racionalni brojevi mogu se prikazati na brojevnom pravcu, a isto vrijedi i 
za iracionalne brojeve. 

Svi realni brojevi mogu se smjestiti na 
X y 2 = 2 2 +l 2 brojevni pravac. Mozemo reci: Svakom 

: 4 +1 realnom broju pripada jedna i samo jedna 

toCka brojevnog pravca i obmuto, svakoj 
toCki brojevnog pravca pridruzen je jedan 
i samo jedan realni broj. 




22.1. Uvod 

• VeC smo upoznali pojam funkcije kao npr.: proporcionalnost, obmuta proporcionalnost, lineama fimkcija, 
kvadriranje i koijenovanje. Kod svih ovih funkcija brojevima smo pridruzivali brojeve po odredenim pravilima 
(formulama). Sada Cemo upoznati neke funkcije (preslikavanja) u geometriji i to: osnu simetriju, centralnu 
simetriju, rotaciju i translaciju. Pri tim preslikavanjima svakoj toCki ravnine, po odredenom pravilu, pridruzujemo 
samo jednu toCku te iste ravnine. 

22.2. Osna simetrija 

ToCke T i T su osnosimetriCne s obzirom na pravac s ako je: s 1TT' i |TP| = |PT’|. 

Kazemo, takoder, da je toCka T' slika toCke T . Pravac s naziva se os simetrije. 



s J_ AB i | 

) 

r r. 

AP| = |PB| => s je simetrala duzine AB 
$ 

/ Simetrala duzine je 

v pravac koji raspolavlja 

duftnu i okomit je na nju. 

A p 

^ Svaka toCka simetrale 

a duzine jednako je udaljena 

/ od krajnjih toCaka te 

v duzine. 


|AB| = | A’ B*1 
Osna simetrija ravnine duzinu 
preslikava u duzinu jednake duljine. 

Kazemo da osna simetrija »£uva« 
udaljenost toCaka. Zbog toga se 
svaki lik osnom simetrijom 
preslika u sukladan lik. 


• Simetrale stranica trokuta sijeku se u jednoj toSki. Ta toCka je sredi§te trokutu opisane kruznice. 

• Simetrala kuta je pravac koji prolazi vrhom kuta i raspolavlja taj kut Svaka 
toCka simetrale kuta jednako je udaljena od krakova kuta. 



• Simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj toCki. Ta toCka je 
sredi&e trokutu upisane kruznice. 

* Neki geometrijski likovi se osnom simetrijom preslikaju u samoga sebe. Kazemo da su to osnosimetriCni likovi. 
Npr.: Duzina, jednakokraCan trokut, jednakostraniCan trokut, pravokutnik, kvadrat, kruznica, krug i kruzni vijenac 
su osnosimetriCni likovi. 































Pravokutnik ima dvije osi simetrije, kvadrat Setiri osi simetrije, jednakostrani£an trokut tri osi simetrije, 
kruznica beskona£no mnogo osi simetrije itd. 





22.3. Centralna simetrija 

ToSke T i T* su centralno simetrifcne akoje |TS| = |ST'I i akoje to£kaSpoIovi§te 
duzine TT*. ToSka S je srediSte ili centar simetrije. 


|AB | = |A'B'| i ABIIA’B* 


Centralna simetrija ravnine duiinu preslika u du2inu jednake duljine, tj. centralna 
simetrija »£uva« udaljenost to5aka. Zbog toga se svaki lik centralnom 
simetrijom preslika u sukladan lik. 

• Neki geometrijski likovi se centralnom simetrijom preslikaju u samoga sebe. Kazemo da su to centralno 
simetri£ni likovi. 

Npr.: Duzina, pravokutnik, kvadrat, romb, kruznica, krug i kruSni vijenac su centralno simetrifrii likovi. 

22.4. Rotacija 

• Kut nastaje zakretanjem polupravca oko svoje po£etne toSke. Ako je zakretanje u smjeru suprotnom od 

poziti vno negati vno kretanja kazaljki sata kazemo da je kut pozitivno orijentiran, 

orijentiran orijentiran a ako je zakretanje u smjeru kretanja kazaljki sata kazemo 

kut Z..r \ kut 



da je kut negati vno orijentiran. 




• Rotacija (zakretanje) u ravnini oko to£ke S za orijentirani kut a toCku T 
preslika a toCku T* akoje |ST| = |ST'| iakoje 4TST' = a. 

To£ka S je srediSte (centar) rotacije a kut a je kut rotacije. 




|AB| = |A* B’| 


Rotacija u ravnini du2inu preslika u du^inu jednake duljine, tj. rotacija 
»6uva« udaljenost to£aka. 

Zbog toga se svaki lik rotacijom preslika u sukladan lik. 


• Pravilni mnogokuti se rotacijom oko svog srediSta za odredeni orijentirani kut preslikavaju u samoga sebe. 

Primjeri: JednakostraniSni trokut se preslika u samoga sebe rotacijom oko svoga srediSta za 120°, 240°, 360°, 
-120°, -240°, -360° i0°. 


Kvadrat se preslika u samoga sebe rotacijom oko svoga srediSta za 90°, 180°, 270®, 360°, -90°, 
-180°,-270°,-360° i0°. 


22.5. Translacija 

^ Akoje duzini AB odredena podetna i zavrSna toCka kazemo da je to orijentirana duzina (usmjerena 

duzina) ili vektor. Zapisujemo: A§ (na prvom mjestu je podetna, a na drugom zavr§na to£ka). 

Vektor AB ima svoju duljinu_kojui zapisujemo |AB|. Vektori A§ i BA imaju jednaku duljinu, ali suprotnu 
orijentaciju i za njih vrijedi AB * BA. To su suprotni vektori, jer je A§ = -BA. 




..... 


A 

























Translacija za zadani vektor duzinu preslika u duzinu jednake duljine, pa ka2emo 
da translacija duva udaljenost todaka. Zbog toga se translacijom lik preslika u 
sukladan lik. 

Za translaciju nekog geometrijskog lika treba preslikati samo neke njegove karakteristidne 
todke (rubne todke, vrhove, srediSte,...). 

22.6. Zbrajanje i oduzimanje vektora 

AB + Bg=Ag 


Ako je zavrSna todka prvog vektora ujedno i podetna todka drugog vektora onda 
je njihov zbroj vektor dija je podetna todka podetak prvog vektora, a zavrSna 
todka zavrSetak drugog vektora. To je tzv. pravilo trokuta. 


AB+AD=A? 


A B 

• Razlika dvaju vektora je zbroj prvoga vektora i vektora 
koji je supr otan drugom vektoru. 

AB-CD = AB + DC 


Zbroj dvaju vektora s istom podetnom todkom je vektor diji je podetak ta todka, 
a zavrSetak u detvrtom vrhu paralelograma kojeg dine zadani vektori. To je tzv. 

pravilo paralelograma. 



eP?'= -c5 =dc 


23. TOCKE, PRAVCII RAVNINE U PROSTORU 

r. «r 


•s 




23.1. Prostor 






duljina 
G 


B 


U matematici prostor shvadamo kao skup todaka. 

Prostor ima tri dimenzije: duljinu, Sirinu i visinu. Dio matematike koji se bavi 
proudavanjem prostora zove se geometrija prostora. Podskupovi prostora su pravci, 
ravnine, geometrijska tijela,... 

Da bismo proudili odnose pravaca i ravnina u prostoru posluzit demo se kvadrom 
prikazanim u kosoj projekciji. 

Todke A, B, C, D, E, F, G i H su vrhovi kvadra, duiine AB, BC, CD, DA, EF, FG, GH 
i HE su bridovi kvadra, a pravokutnici ABCD, ABFE, ADHE, BCGF, CGHD i EFGH 
su strane kvadra. 

Kvadar ima osam vrhova, dvanaest bridova i §est strana. 


• Znamo da je pravac jednoznadno odreden svojim dvjema todkama. 

Ravnina je jednoznadno odredena trima svojim todkama koje ne pripadaju istom pravcu (trima nekolineamim 
todkama). Ravnina je, takoder, odredena sa: 

1. dva paralelna pravca 2. dva pravca koji se sijeku 3. pravcem i todkom izvan njega. 

• Kad budemo govorili o pravcima promatrat demo pravce koji sadr2e bridove kvadra , a kad budemo 
govorili o ravninama promatrat demo ravnine koje sadr ie strane kvadra! 

23.2. Medusobni polozaj pravca i ravnine 

Pravac i ravnina mogu imati sljedede medusobne poloiaje: 

1. Pravac le2i u ravnini 

Pravac p \et\ u ravnini R ako je njen podskup, odnosno ako svaka todka pravca p 

p / prip&da ravnini R. _ 

r / Primjer: Pravac AB, koji prolazi bridom kvadra AB, le2i u ravnini koju odreduje 

strana kvadra ABCD. 



2. Pravac probada ravninu 


2. Pi 

i / 




t 


Pravac probada ravninu ako s njom ima samo jednu zajednidku todku. Ta todka zove 
se probodiSte pravca i ravnine. 

Primjer: Pravac HB, koji sadrzi dijagonalu kvadra HB, probada ravninu Rabq u todki 
B. Todka B je probodilte. 


3. Pravac je paralelan s ravninom 
Pravac je paralelan s ravninom ako s 
njom, nema nijednu zajednidku todku. 




/± 


Primjer: Pravac EF, koji prolazi bridom 
kvadra EF, paralelan je s ravninom R<abq. 
















































23.3. Medusobni polozaj dviju ravnina 
Dvije ravnine u prostoru mogu imati sljedece medusobne polozaje: 

1. Ravnine su paralelne Dvije ravnine su medusobno paralelne, ako nemaju nijednu zajedniSku to£ku. 

Primjer: Ravnine R(abq i R(efg> koje sadrze donju i gornju stranu kvadra medusobno su paralelne. 

2. Ravnine se sijeku Dvije ravnine se sijeku ako postoji pravac koji pripada i jednoj i drugoj ravnini. Taj 
zajedni£ki pravac zove se njihova presjefinica. 

Primjer: Ravnine R(abq i R (bch> se sijeku. Njihova presjeSnica je pravac BC koji sadrzi brid BC kvadra. 

23.4. Medusobni polo2aj dvaju pravaca u prostoru 
Dva pravca u prostoru mogu imati sljedele medusobne poloiaje: 

1. Pravci se sijeku 

Pravci se sijeku ako imaju samo jednu zajedniCku toCku. U ovom slu£aju pravci 
pripadaju istoj ravnini. 

Primjer: Pravci AC i BD koji sadrze dijagonale donje strane kvadra se sijeku. 

Dva pravca su medusobno paralelna ako pripadaju istoj ravnini i nemaju nijednu 
zajednidku to5ku. 

Primjer: Pravci AB i EF koji sadrze bridove kvadra AB i EF medusobno su paralelni. 



3. Pravci su mimosmjerni 


i 


Dva pravca su mimosmjerni (mimoilazni) ako ne pripadaju istoj ravnini. Oni nemaju 
nijednu zajedni£ku to£ku. 

Primjer: Pravci AB i CG koji sadrze bridove kvadra AB i CG su mimosmjerni. 

23.5. Okomitost 

• Dva pravca medusobno su okomiti ako se sijeku pod pravim kutom. 
alb Primjer: Pravac AE okomit je na pravac AB (kvadar!) 

• Pravac je okomit na ravninu ako je probada i ako je okomit na svaki pravac te ravnine koji prolazi njihovim 
probodiStem. Primjer: Pravac AE okomit je na ravninu R<abq . 

• Dvije ravnine Ri i R 2 medusobno su okomite ako u ravnini Ri postoji pravac koji je okomit na ravninu R: . 
Primjer: Ravnina R(adh) okomita je na ravninu R<abq. (Bodne strane kvadra okomite su na donju i gomju stranu kvadra). 

T ? 23.6. Ortogonalna projekcija na ravninu 

• Svakoj to£ki T prostora mozemo pridruziti to£ku T' ravnine R koja je probodiSte 
okomice povutene to£kom T na ravninu R. 

ProbodiSte T okomice povudene to£kom T na ravninu R zove se ortogonalna projekcija 
to£ke T na ravninu R. Ravnina R zove se ravnina ortogonalne projekcije. 

• Ortogonalna projekcija duzine koja nije okomita na ravninu projekcije je duzina. 

Ortogonalna projekcija duzine koja je okomita na ravninu projekcije je to£ka. Isto vrijedi i za pravac! 

^ n 1 . Ortogonalna projekcija to£ke E na ravninu R<abo je to£ka A. 

2. Ortogonalna projekcija duzine EF na ravninu R(abq je duzina AB, a duzine AE je tocka A. 

3. Ortogonalna projekcija pravca EG na ravninu R<abq je pravac AC, a ortogonalna projekcija 
pravca BF na ravninu je R(abq je to£ka B. 


23.7. Udaljenost to£ke od ravnine / 

Udaljcnost to£ke od ravnine je udaljenost te toCke do njezine ortogonalne projekcije na 

tu ravninu. Udaljenost toCke T od ravnine R je najkrala od svih udaljenosti izmedu 
to£ke T i ravnine R. Udaljenost to£ke T od ravnine R jednaka je | TT' |. 

Primjer: To5ka E udaljena je od ravnine R(abq za |EA|, to5ka H za |HD| itd. (kvadar!) 



f 

1 

L 

ri / 



23.8. Kut pravca i ravnine i kut dviju ravnina 

• Ako je pravac okomit na ravninu on s njom zatvara kut od 90°. Ako pravac nije okomit na ravninu njegova 
ortogonalna projekcija je pravac. Kut izmedu pravca i njegove ortogonalne projekcije na ravninu je kut pravca i 
ravnine. 

• Ako su dvije ravnine okomite one zatvaraju kut od 90°. Ako se dvije ravnine sijeku, a nisu medusobno okomite, 
one zatvaraju kut razli£it od pravoga. 

Da bismo odredili kut ravnina Ri i R 2 koje se sijeku moramo odrediti ravninu R 3 koja je okomita na njihovu 
presje£nicu. Ravnina R 3 sijede ravninu Ri u pravcu pi, a ravninu R 2 u pravcu p 2 . Kut izmedu pravaca pi i p 2 je 
kut §to ga zatvaraju ravnine Ri i R 2 . 
































:4 SKUP REALNIH BROJEVA 

Podsjetit cemo se onoga §to smo naudili u osnovnoj §koli o skupovima brojeva i kako ih prepoznajemo, te koja su im 

Skup cijelih brojeva Z = {...,-2,-1,0,1,2...} 

NcZc Q 


Skup racionalnih brojeva - Q (skup razlomaka) 


Definiramo: Q = - 

7- : a,beZ,b*ol 


lb J 


2 v ujsiva. 

Skup prirodnih brojeva N = {1,2,3,—} 

Z~ - skup negativnih cijelih brojeva 
- skup pozitivnih cijelih brojeva 


Svojstva racionalnih brojeva su: 


1 . 

3 C 

jednakost: — = — <=> ad = be 

4. 

a c ac 
mnozenje: -—7 = 77 
b d bd 

7. 

Q je ureden skup 

2. 

. . . am a 

skracivanje l pro§irivanje:-= — 

bm b 

5. 

a c ad 
dijeljenje: ^Tb'c 



3. 

, . . a c ad-fbc 

zbrajanje: — + — =- 

b d bd 

6. 

Q je gust skup (izmedu svaka 
dva racionalna broja nalazi se 
racionalan broj) 




BrojeviV2 ,V3 , rc ... £ine skup iracionalnih brojeva I. Niti jedan iracionalan broj se ne da prikazati kao razlomak. 


Vrijedi Q n I = 0 ; Skup realnih brojeva R; QcRi IcR; QuI = R 
Svojstva zbrajanja i mnozenja brojeva u R 


R'je skup negativnih realnih brojeva 
R*je skup pozitivnih realnih brojeva 



ZBRAJANJE 

MNOZENJE 

1 . korautativnost 

a+b=b+a 

ab = ba 

2. asoeijativnost 

a+(b+c)=(a+b)+c 

a ■ (b • c) = (a • b) • c 

3. distributivnost 

(a + b) • c = ac + be 

4. postojanje neutralnog clementa 

x+0=x 

0 je neutralan broj 

x-1 = X 

1 je neutralan broj 

5. postojanje 

suprotan broj 
a+(-a)=0 

inverzan broj 

a •- = 1 , a *0 
a 



Izborom 0 i tocke E desno od 0 na pravcu kojoj pridruzujemo broj 1, svakoj to£ki pravca pridruzujemo realan broj 
A(x). Ovako dobijeni pravac zovemo brojevni pravac. Pridruzivanje brojeva to£kama pravca jejednozna£no (sl.l). 


























































Algebarski polinom P(x) = a n x n +a n _,x n ‘...ajX + a 0 je polinom jedne varijable, n je njegov stupanj, a 
a n’ a n-i»— >a,,a 0 g R su njegovi koeficijenti, a n * 0 je vodeci koeficijent. 

Podijeliti polinom P(x) stupnja n polinomom D(x) stupnja m (m < n) zna£i odrediti Q(x) i R(x) tako da vrijedi 
P(x) = Q(x)D(x) + R(x). Q(x) je rezultat dijeljenja, a R(x) (njegov stupanj je manji od m) ostatak. Ako je R(x)=0, 
kazemo da je P(x) djeljiv sa Q(x). 

LINEARNE JEDNADZBE 

1. PRVOG STUPNJA SA JEDNOM NEPOZNANICOM 
Opci oblik 


ax = b rjeSenje x 


Komentar rjeSenja: 

a) za a * 0, jedinstveno rje§enje 

b) za a = 0 i b * 0, nemoguce rje§enje (nema rjesenja) 

c) za a = 0 i b = 0 , neodredeno rjeSenje (ima oo mnogo rjesenja) 

PROBLEMI PRVOG STUPNJA (rjeSava se lineamom jednadzbom); 

POSTAVLJANJE PROBLEMA 
uo£imo nepoznatu i trazenu veli£inu, te je oznachmo, 
skicirajmo odnos trazene i zadanih velidina, 

odnos izmedu trazenih i zadanih velidina napiSimo aritmetidkim znakovima (operacijama), 
rijeSimo taj odnos poznatim metodama i 
provjerimo dobiveno ijeSenje 

2. SUSTAV DVIJU LINEARNIH JEDNADZBI S DVIJE NEPOZNANICE 
Opci oblik: 


a) 

b) 

c) 

d) 

e) 


ax + by = e 
cx + dy = f 


Rje§enje je par (x, y) koji 
zadovoljava obje jednadzbe. 


Od prije znamo da se rjeSenje trazi metodama: supstitucije (zamjene), komparacije (usporedbe), suprotnih koeficijenata, 
grafickom metodom. Podsjetimo se rje§avanja sustava metodom determinant 


DETERMINANTA SUSTAVA 


rr 7 

a b 



c^'d 

= ad - be * 0 

: 




+ 

e b 

+ 

a e 



D D 

D x = 

fXi 

= ed-bf; D y = 

c*f 

= af - ce 

RjeSenje sustava: 

A* i-'y 

X ~"d’ ’ y = ’D’ 


KOMENTAR SUSTAVA 

a b 

a) Sustav ima toCno jedno rje§enje ako je odnos pripadajucih koeficijenata — * — 

a b e c d 

b) Sustav ima beskonadno mnogo rjeSenja ako je — = — = — 

a b e c d f 

c) Sustav nema rjcSenja ako je — = — * — 

c d f 

3. SUSTAV TRI LINEARNE JEDNADZBE SA TRI NEPOZNANICE 

V 

a,x + b 1 y + c ! z = d, Kao i kod sustava sa dvije nepoznanice ijesenje trazimo metodama: supstitucije, 

komparacije i suprotnih koeficijenata. Cilj je climinirati jednu ncpoznanicu, 
a,x + b-,y + c.,z = d, time dobivamo sustav dvije jednadzbe sa dvije nepoznanice cije rjeSenje smo 

2 2 2 prethodno nautili traziti. 

a 3 x + b 3 y + c 3 z = d 3 


26. UREDAJ U SKUPU REALNIH BROJEVA 


Kazemo da je broj a manji od b ako vrijedi b - a e R + i piSemo a < b. Predoceno na brojevnom pravcu a je lijevo od b. 



a b 


Brojevi a i b e R mogu bit u odnosu: ili a < b ; ili a > b ili a = b 






































ifstra uredaja 


-J : su a, b, c e R vrijedi 
-<b=>a + c<b + c 
: a<b;c>0=>a-c<bc 

5 a<bib<c=>a<c svojstvo tranzitivnosti 


VAZNO 

4) a < b;c < 0=> a c> b c ili 
a > b;c<0=> a c<b c 


IVTERVALI 

Nejednakostima: x<a, x>bilia<\<b odredeni su podskupovi u R. Tc podskupove zovcmo intervals. 


a) x < a ili x e ( - oo, a) — vvv\ v\\\vs\\> - > 

b) x > b ili x e ( b, oo) - </////// - / ■ //// > 

b 

c) a < x <b ili x e (a, b) - K -h H-M - t - t - t - M t / ■ > -> 

a b 


Ako je sa jedne strane granica ukljudena, a s druge nije 
interval je poluotvoren odnosno poluzatvoren. 


a b 

[ //////// > > 

poluotvoren s desna 
odnosno poluzatvoren s lijcva 

LINEARNE NEJEDNADZBE 


Ako je ukljufiena granica, interval zovcmo zatvoreni 
intervali pi§cmo a < x < b ili [a, b]. 

■ £ ■ /// ■ ///// } > 

Ako granica nije uklju£ena a < x < b, zovemo ga otvo- 
reni interval 

a b 

a b 

<//////// ] > 

poluzatvoren s desna odnosno 
* poluotvoren s lijcva 


RjeSenja nejednadzbc trazimo koristeci svojstva relacije uredaja. Cilj je naci sve x € R za koje vrijedi zadano. 



x x > 0 



1. 

M=H 

4. 

a 

_l a l 

o 

II 

X 

o 

II f x X > ol 

i|ix H 

/ 

2. 

|a + b|<|a| + |b| 


b 

"Ibl 

-x x < 0 

[-x x < Oj 

/ \ \ 

O X 

3. 

l a ‘ b| = |a| • |b| 


b^O. 


UDALJENOST TOCAKA NA BROJEVNOM PRAVCU 

Ako su A(x a ) i B(x b ) dvije to£kc brojevnog pravea tada je njihova udaljenost jednaka: 


|AB| = |x„ -x A | 

JEDNADZBE S APSOLUTNOM VRIJEDNOST! 


ACxJ_ B(x b ) ^ 

|AB| 


Akoje |x| 

= agdjeje aeR + ondaje 

x = a 

x = - a 

za 

ili za 

x > 0 

x < 0 


0\u cinienicu koristimo kod rjeSavanja jednadzbi sa apsolutnim 
vrijednostima. 







































NEJEDNADZBE SA APSOLUTNIM VRIJEDNOSTIMA 


Ako je a e R + tada vrijedi 

1. |x| < a o - a < x < a 

2. Ixl > a o x < -a ili x > a 


-a 0 a 
<////////> - > 


■■ //////> ■ 


-a 0 a 


<////// ■ > 


( 1 ) 

( 2 ) 


. KOORDINATNISUSTAV U RAVNINI 


Opce napomene: 


4 

y 



T(Xr,y T ) 

y t 


Xt 

| y T 




X 

0 


Xt 



0 - ishodiSte 
x - os apscisa 
y - os ordinata 


To£ka T jednoznacnoje odredena njczinim koordinatama x T i y T T(X t ,Y t ). 


II. J 

KVADRANT 
x < 0 
y>0 

1 i. 

KVADRANT 
x > 0 
y > 0 

III. 

KVADRANT 
x < 0 
y <0 

IV. 

KVADRANT 
x > 0 
y <0 


4.1. UDALJENOST TOCAKA U KOORDINATNOM SUSTAVU 
A 

B(x B ,y B ) 



a) d( A, B) = V(x B ~xJ +(y^~y7f 

XA+XB^A+ya l 

2 ’ 2 J 


b) 


Koordinate poloviSta duzine P 


c) Koordinate djeliSta D duzine AB. 

A 

y 




AD 

DjeliSte D dijeli duzinu AB u omjeru X = = 

DB 




x A -Xx B . y A -*-y B 
D_ i-x ’ y °~ i-x 


4.2. TROKUT U KOORDINATNOM SUSTAVU 

A 


0 



a) TeziSte trokuta T ima koordinate x T = 


x a +x b 4-x c _ y A +y B + y c 

3 ’ yT 3 


A' y 

B(x„y B ) b ) p ° vr5inatrokuta p a = 2l x A(yB-y c )+x B (y c -y A )+x c (y A -y B )| 


A(x„yJ 


-> Tri toikc Icze na istom pravcu (koliname su) ako njihove koordinate zadovoljavaju uvjet 

c ) x A (y B -yc)+x B (yc-yA) + Xc6'A-yB)=o 


4.3. PRAVAC U KOORDINATNOM SUSTAVU 

Pravac je graf lineame funkcije * 

Funkcija f : R —> R oblika 
f(x) = ax + b a, b € R zove 
se LINEARNA FUNKCIJA. 


a - koeficijent smjera (nagib) 
b - odjsedak na y-osi 



a<0 
f(x) pada 


''X.-— (nul-locka) 
yT a 

/ (O.b) 




aX) 
f{x) raste 

















































